Historie

Vyrokova a predikatova logika

Petr St8panek

Formalni zapis
Prehistorie

Jazyk obsahuje dva predikaty C (¢lovék)a S (smrtelny),

kvantifikator Vv aproménnou x . Oba predikaty jsou undrni
Aristoteles 384 - 322 pf. n. I. Sylogisticka logika (to znamena s jednim argumentem).

Priklad sylogismu

Teze Vx (C(x) > S(x))
Teze Kazdy c¢lovek je smrtelny
Antiteze C(Aristoteles)
Antiteze Aristoteles je ¢lovek
Synteza Aristoteles je smrtelny

Synteza S(Aristoteles)




V predikatové logice miizeme tezi vyjadrit také ve tvaru

C(x) > S(x) Véta o uzaveéru
a odvodit jeji instanci (specidlni ptipad)

C(Aristoteles) — S(Aristoteles)  Instance

Z antiteze potom muzeme odvodit syntezu

S(Aristoteles)

Modus ponens

Aristoteles zkoumal také modality

0 A .jenutné A

O A ,»je mozné A

Tak polozil zaklady modalni logiky.

Stredovéka scholastika

» Komentuje Aristotela
* Vychazi ze sylogismil

» Zavadi prvky ,,logiky ¢asu® (temporalni logiky)

William Occam (1290 - 1349)

* scholasticky filosof pfedstavitel nominalismu
+ usiloval o oddéleni filosofie od teologie

* (Occamova bfitva




Temporalni logika je druhem modalni logiky, modality se tykaji Casu.

Cas {0,1,2,3,... } v tomto pripadé je diskretni
Modality
OA ,,V piistim okamziku bude platit A*
0OA ,»0d jistého okamziku bude stale platit A“
O A ,,n&kdy v budoucnu bude platit A*

Novovéka logika

zakladem stale Aristoteles
ve stinu filosofie
a hledani univerzalniho jazyka

po velkych objevech ve fyzice a astronomii ptihlizi vice ke

zkuSenosti

Gotfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)

polyhistor, filozof, matematik
filozofie dualismu substance a ducha
monady (,.tento svét je nejlepsi ze vSech moznych sveéti®)

ve stejnou dobu jako Newton a nezéavisle na ném polozil
zaklady diferencialniho a integralniho poctu. Jeho znaceni
se pouziva dodnes.

vénoval se téZ
* hledani univerzélniho jazyka
* logice (,,ars calculandi®)

Leibniz zavedl do logiky znaménko rovnosti a = b,
aby ukazal, Ze ,a “je totoznés ,b".

Idea: Mohu-li fici 0,5 ‘ vSechno, co mohu fici o ,a ‘ a také
mohu-li fici 0 ,a * vSechno, co mohu fici o ,h ‘pak ,a a
,b" jsou totozné. PiSeme ‘@ = b’ Potom ,a‘ mohu
nahradit v kazdém tvrzeni tvrzenim ,b ° a pravdivostni
hodnota ptivodniho tvrzeni zlistane zachovéna.

(Identitatis indiscernibilum) Totoznost nerozliSitelného.




Leibnizovy principy

3

1. ,a=a
2. Jestlize ,a=b‘ a ,b=c‘pak ,a=c".
3. ,a=ne (ne a)‘

4, .»,ajeb’ = (neb)" je ,(nea)‘,,

Bernard Bolzano (1781 - 1848)

prikopnik modernich metod v matematice
Védoslovi 1837 se jako prvni systematicky zabyva
zaklady (vyrokové) logiky

Paradoxy nekonecna 1851

George Boole (1815 - 1864)

irsky matematik
polozil zaklady moderni matematické logiky

autor knihy ,,Matematicka analyza logiky jsouci esejem ke
kalkulu deduktivniho uvazovani 1847

rozpracoval vyrokovou logiku

Gottlob Frege (1848 - 1925)

némecky matematik a logik

zavedl formalni jazyk vedle ptirozen¢ho

habilita¢ni spis ,,Begriffschrift ...* (pojmové pismo) 1879
ptedjal zékladni pojmy moderni matematické logiky
zavedl kvantifikatory

,vSichni®, | néktefi“, ,,mnoho®, ,,vétSina®.

Zaklady aritmetiky 1884




Georg Cantor (1845-1912)

* je zakladatelem Teorie mnoZin

XeEy

» predikat nalezeni vyZaduje dva argumenty, je bindarni.

Uspéchy

» Cantor ukazal, ze skoro vSechna redlna Cisla jsou
transcendentni. Do té doby bylo znamo, Ze transcendentni
jsou cisla e a .

 Hilbert fesi Gordonlv problém.

* Mnozinové symbolika se za¢ind bézn¢ pouzivat v algebie a
geometrii.

Paradoxy teorie mnoZin

» Paradox mnoziny vS§ech mnozin (1895)

» Paradox Burali-Forti (1897)
* Russeluv paradox (1902)
* Richardstv paradox (1905)
* Grellinglv paradox (1908)

Russeliiv paradox

Z={x|x¢&x}

Kdyby Z byla mnoZina, potombud Ze€Z nebo ZgZ.

Ale 7e/l=>7¢7
el =>7¢eZ

Tedy
Zelo/Z¢”Z

20




Bertrand Russell (1872 -1970)

Principia Mathematica s Alfredem N. Whiteheadem
Logicismus
Stratifikace proménnych ~ *, €Xx, jenkdyz m=n+1

Teorie Typii

21

AKtéri

David Hilbert (1862-1943)
Bertrand Russell (1872-1970)
Alfred Tarski (1902-1983)
Arend Heyting (1898- 1980)
L.E.J. Brouwer (1881 - 1966) ,.Bertus*

22

Situace na poc¢atku minulého stoleti

* Formalismus (1904) Hilbert: Matematika je ,,formalni

systém* pracujeme jen se symboly, slovy ze symbolu a
kone¢nymi posloupnosti slov. Jejich vyznam je ryze
formalni, samy o sob& nemaji Zadny smysl. Tarski (1932)
Symboly maji smysl. (sémantika)

Logicismus (1908) Russell Matematika je soucasti
logiky, pracujeme s vybranou podmnozinou pfirozeného
jazyka.

Intuicionismus (1908) Brouwer a Heyting
Intuicionisticka logika, vylucuje zdkon vylouceného tretiho
(tertium non datur), diikazy sporem, klade diiraz na
konstruktivni charakter dikaz. 23

Logiky vysSich radi

predikéatova logika prvniho fadu: jeden druh proménnych
pro individua. (pfirozena ¢isla, mnoziny, prvky grupy atd.)
predikatova logika prvniho fadu s vice druhy proménnych
pro individua (body, ptimky, roviny atd.)
predikatova logika druhého fadu: dva druhy proménnych,
pro individua a (meta)proménné pro mnoziny individui,
predikaty a funkce.
Teorie typli ma proménné vSech fadi
Priklad. Axiom indukce v aritmetice druhého fadu

Ve X &Vx[xe X = s(x)e X])=> Vx[xe X]

24




Symbolicka logika

Filosoficka logika

25

Kazda z téchto logik ma své €asti, naptiklad matematick4 a
symbolicka logika pracuji s témito logikami

* logika prvniho fadu
* logika druhého tadu
* modalni logika

+ tempordlni logika

* konstruktivni logika
* pfirozena dedukce

* teorie typl

+ adalsi

26

Logika prvniho radu

je nejpouzivanéjsi a nejlépe prozkoumana

v riizné mife je soucasti n¢kterych dalSich logik
predstavime ji jako formdalni systéem (& la Hilbert)

je vyhodné zacit vykladem této logiky

proto se ji budeme v této prednasce zevrubn¢ zabyvat

27

Formalni systém logiky prvniho Fadu
obsahuje

* jazyk
* axiomy
* odvozovaci pravidla

 dikazy a véty

28




Jazyk prvniho Fadu

Jazyk obsahuje

(1) Proménné x, y, z, x,, X,,... ¥, ¥"’,... neomezené mnoho

(11) Funkéni Symb()ly fa g, h: ceey f}a fZ oo kaid}” mé Ssvou

Cetnost (pocCet argumenttt) 7> 0.

(iii)Predikatové symboly p, g, r,... p;, p,, ... kazdy ma svou

cetnost n> 0.

(iv) Symboly pro logické spojky — negace, v disjunkce,

& konjunkce, - implikace, <> ekvivalence.

(v) Symboly pro kvantifikatory V univerzalni 3 existencni.

29

Jazyk prvniho fadu miiZe (ale nemusi) obsahovat binarni
predikat rovnosti ,,= “, ktery se li§i od ostatnich predikati,
na které logika neklade zadné poZadavky.

V logice respektujeme praxi s jakou se s predikatem
rovnosti naklada v matematice, informatice a jinde.
Chceme aby sob¢ rovnd individua (termy) méla stejné
vlastnosti. Z toho pak plyne, Ze rovnost musi byt reflexivni,
symetricka a tranzitivni, tedy musi mit vlastnosti ekviva-
lence.

30

Logické a specialni symboly

Proménné, logické spojky a kvantifikatory jsou spole¢né
v§em jazyktm prvniho fadu. Rikame jim proto logické
symboly.

Z davodi, které jsme uvedli, predikat rovnosti také fadime
k logickym symbolim.

Obsahuje-li jazyk predikat rovnosti, mluvime o jazyku s
rovnosti, jinak mluvime o jazyku bez rovnosti (je-li to
vibec potiebné).

Ostatni predikaty a vSechny funk¢ni symboly budeme
nazyvat specialni. Vyjadiuji vlastnosti operaci a pojmt v
n¢jaké specidlni teorii.

31

Jazyk je tedy urcen svymi specialnimi symboly.
(u béznych teorii jich nebyva mnoho)
Piiklady
(a) Teorie mnozin ma jazyk s rovnosti a jedinym
specialnim symbolem e. PiSeme L, = {¢}.
(b) Teorie grup ma jazyk s rovnosti a dvéma

specialnimi symboly, konstantou e a binarnim
funkCnim symbolem e . Piseme L, = {e, o!.

(c) Jazyk aritmetiky (prvniho fadu) je s rovnosti
a obsahuje pét specialnich symbold, konstan-
tu 0, symboly pro operace S,+,e abinarnim
predikatem <. PiSeme L,={0,S,+,0e,<}.

32




Postup vykladu

* Nebudeme pracovat se vS§emi logickymi symboly
najednou. Nejprve se budeme zabyvat logickymi spojkami,

vysledkem bude takzvana vyrokova logika.

* Potom k nim pfidame oba kvantifikatory a budeme mluvit

o predikatové logice (bez rovnosti).

* Nakonec ptfidame predikat rovnosti a budeme mluvit o

predikatové logice s rovnosti.

33

Vyrokova logika

34

Jazyk prvniho fadu pro potieby vyrokové logiky mizeme
zjednodusit. Vyjdeme z neprazdné mnoziny P, kterda miize
byt konecna i nekonec¢na. Jeji prvky nazyvame prvotni
formule nebo vyrokové promenné.

Jazyk vyrokové logiky obsahuje

(1) vyrokové proménné, tedy prvky mnoziny P.
(ii) logické spojky —, V, &, =, <>.

(iif) pomocné symboly (zavorky) ().[.1.{.}. -

35

Formule

Je-1i dan jazyk vyrokové logiky pak nésledujici vyrazy
jsou formule.

(i) kazda vyrokova proménna p € P je formule.

(i1) jsou-li vyrazy 4, B formule, pak vyrazy
—A4,(Av B),(A& B),(A— B),(A< B)

jsou také formule.

(111) kazda formule vznikne konecnym uzitim
pravidel (i) a (ii).
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Piiklad Sémantika vyrokové logiky

Je-li P={ p, g, r, s } mnozZina vyrokovych proménnych, pak
Formule vyrokové logiky jsou konstruovany nad mnozinou P
vyrokovych proménnych (prvotnich formuli), které ve

pqrs jsou formule podle (i) vyrokové logice neanalyzujeme. Jejich pravdivost tedy musi
(pvqg) (p&vr) jsou formule podle (ii) byt dana z vnéjsku.

& je formule podle (iii
(pva) > (p&r) ] P (111 Mnozina pravdivostnich hodnot {1,0}  ({true, false})

Snadno se nahlédne, ze vyrazy (1) Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych

wr (5p) (o> proménnych z P je zobrazeni, které kazdé vyrokové
proménné z P prifadi pravdivostni hodnotu / nebo 0.
nejsou formule.

37 38

Je-1i déno pravdivostni ohodnoceni v vyrokovych

v(Av B)=0 e—liv(A)=v(B)=0

proménnych, pak lze kazdé vyrokové formuli 4 jedno- v(AvB) J ? iv(4)=v(B)
znaéné pritadit pravdivostni hodnotu v (4). = Jjinak
Postupujeme indukci podle slozitosti formule 4. W(A—> B)=0 e—liv(d)y=1av(B)=0

P(A) = v(A) je—li A vyrokovd proménnd = Jinak

Ve A=0 Je-it vid)=1 V(A< B)=1 je—=liv(A)=v(B)=0

=1 je=li v(4)=0 °
=0 Jinak
v(A&B)=1 je—li v(A)=v(B)=1
=0 Jinak
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Rikame, 2¢ v(4) je pravdivostni hodnota formule A
pii ohodnoceni v.

Formule A je pravdiva pti ohodnoceni v, je-li v(4)=1,
jinak je nepravdiva.

Je-li formule 4 pravdiva pii ohodnoceni v, fikame,
ze v jemodel A apiSeme v|= A.

41

Je-li v pravdivostni ohodnoceni, 4 formule, necht’
R je mnozina vSech vyrokovych proménnych ve
formuli 4.

Snadno se nahlédne, Ze pravdivostni hodnota formule
A ptiohodnoceni v zavisi jenom na pravdivostnich
hodnotach, kter¢ v pfifazuje vyrokovym proménnym
z R.

)

Tautologie, splnitelné mnoZiny formuli

Necht 4 je formule, 7 je mnoZzina formuli.

(i) Rikdme, ze 4 je tautologie, jestlize je pravdiva pfi
kazdém ohodnoceni. PiSeme |= 4.

(i) Rikdme, 7e mnozina formuli T je splnitelnd
jestlize existuje pravdivostni ohodnoceni v takové, ze
kazda formule 4 z T je pravdiva pii ohodnoceni v.
V takovém ptipadé tikame, ze v je model T.

43

(iii) Rikame, Ze formule A je (tautologickym) diisledkem
mnoziny formuli 7, jestlize kazdy model mnoziny 7 je
také modelem A4. PiSeme T |= A.
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Priklady

Definice pravdivosti ddva moZnost rozhodnout o kazdé
formuli, zda je ¢i neni tautologii. S tim spojeny algoritmus
je vypoctove exponencialné slozity.

Av—A Zakon vylouceného tretiho
—(A&— A) Vylouceni kontradikce
— (A& B) <> (= Av — B) de Morganova pravidla
—— Ao A Zakon dvojité negace

45

Snadno se zjisti, ze pro libovolné ohodnoceni v a
libovolné formule 4, B, je-li v modelem 4 a A4— B,
potom v je modelem B.

Odtud také plyne, ze pro libovolnou mnozinu formuli 7'
a formuli 4, plyne

T=A a T|=A—> B implikuje T|=B

46

Formalni systém vyrokové logiky

Jazyk / Redukce jazyka
Axiomy / schemata axiomu
Odvozovaci pravidlo
Diikazy

Dtikazy z ptedpokladi
Véty o uplnosti

Véta o kompaktnosti

47

Redukce jazyka

Chceme-li usporné volit axiomy, je vyhodné redukovat
pocet spojek na spojky zakladni, v naSem piipadé na
negaci a implikaci —, = .

Potom
(Av B) jezkratka za formuli (=4 — B)

(A& B) jezkratka za formuli —(A4 — —B)

(A<> B) jezkratka za formuli ((A > B)&(B—> A))
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Axiomy

Jsou-li vyrazy A, B, C formule, pak kazdéa formule
nasledujicich tvartii je axiom.

Al (A—> (B> A))
A2 (A>B->C)>[(4>B)>(4->0)]
A3 (=wB—>—-4)—>(4—> B)

49

Protoze pro kazdou volbu formuli 4, B, C vznikne
jedna instance vyrazi A1, A2, A3 tedy novy axiom,
fikame,ze A1, A2, A3 jsou schemata axiomii.

Z jazyka vyrokové logiky Ize vytvotit nekone¢né
mnoho formuli, kazdé schema generuje nekonecné
mnoho axiomt.

Formalni systém vyrokové logiky ma tedy tfi schemata
axiomu a z nich odvozeno mnoho axiomd.

Je-li mnozina vyrokovych proménnych spocetna, je
spocetna mnozina v§ech formuli a mnozina vSech
axiomu.

50

Odvozovaci pravidlo (modus ponens)

Zformuli 4 a A—> B odvod formuli B.

A A—> B

51

Dukaz, dokazatelnost

(1) Je-li A tikame, Ze konecna posloupnost

formuli A4, 4,,...4

je dukazem formule A4,
a)Je-li 4 formule 4

b) Jestlize pro kazd€¢ i,/<i<n, jeformule 4, bud
axiom nebo je odvozena z pfedchozich formuli v
dikazu 4;,/<j<i pravidlem modus ponens.

n

(1) Existuje-li ditkaz formule 4, fikame, ze 4 je
dokazatelna ve vyrokové logice nebo, ze A je
vétou vyrokové logiky a piSeme |- 4.
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Jednoduché véty vyrokové logiky

(vl) A— A4

Sestrojime posloupnost formuli, ktera bude ditkazem
formule (v1).

|- 4> (4> A4) > A) instance A1
|9 (A>((A> A) > A)>[(A> (4> A)—> (4> A)]
instance A2

(A > (A> A)|=> (4> A) modus ponens
| (4> (4> A)) instance Al
I—A4— A4 modus ponens
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Diikaz z predpokladu

Necht' 7 je mnoZina formuli, nechtt 4 je formule.
(i) Rikame, ze posloupnost formuli
A4,4,,... 4,
je ditkaz formule A z (mnoziny predpokladii) T,
jestlize
a) A je formule A4
b) aprokazdé i,/<i<n, jeformule 4, axiom
nebo prvek 7 nebo je odvozena z piredchozich
formuli v diikazu 4,, /< j<i pravidlem modus
ponens.

(i1) Existuje-li diikaz formule A z piedpokladd 7,
tikame, ze A je dokazatelnd z T a piSeme T|- A.
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Véta o dedukci

Necht T je mnozina formuli a necht’ 4, B jsou formule,
potom

T|-A—> B pravé kdyz TO{A}|-B

55

Poznamky. Misto T'U {4} na pravé strané piSeme 7,
A. Pravé strana ekvivalence odpovida tomu, jak se
obvykle implikace dokazuji.

Véta o dedukci, je vétou o existenci dikazi. Existuje-
11 diikaz tvrzeni na levé strané ekvivalence, pak také
existuje dikaz tvrzeni na pravé stran¢ a naopak.
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Dukaz

a)Necht T|-4— B anecht 4,,4,,...4,A—>B je
dikaz 4—> B zpredpokladi T.

Potom A4,,4,,...4,4,A—> B, B jedukaz B z
predpokladd 7, A.

b) Necht Tu{d}|-B anecht A=4,,4,,4,,... 4,
je dukaz B z ptredpokladti 7, 4. Omezenou indukci pro
J,0=j<n dokazeme T|-A4->4,. Timpro j=n dikaz
bude hotov. '
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Budeme rozebirat ¢tyti ptipady

bl) j=0, potom |—A4,—> A plynez(vl).

b2) 4, je axiom vyrokové logiky, potom A, — (4 — A,)
je instanci schematu 47 a 4 — A; odvodime
pomoci pravidla modus ponens.

b3) 4, je ptedpoklad z T. Postupujeme stejné jako v
piedeslém piipadé.

b4) A; jeodvozenazformuli 4,4, i,k<j. Bez
ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze 4, je
tvaru 4, = 4.
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Podle induk¢niho piedpokladu
T|—4—> A4
| k (1)
T|I-4->(4, > 4)
%f—/

Ze schematu A2 plyne
T|=(A—> (4> 4))>[(A—> 4) > (4>4)]
H_/

4;

Odkud dvojim pouzitim pravidla modus ponens a pied-
pokladt (1) dostavame

T|-4- 4,

Pro j=n je véta dokdzana.
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Priklady pouziti

|-(A>(B>C)>(B>(4->0)) @)
(A>(B->C)|—-(B>(A4—>0))
(A> (B> C()),B|-(4->0C))

(A>(B—>0)),B,4|-C
Ale

A4 (A5 (B-0) B (BoO)
(B—>C) c

Tim je (1) dokdzano. Na poradi antecedentl v implikaci nezalezi
(obracend implikace k (1) se dokéze stejnym zplsobem).
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|-(A>B)>[(B>C)—> (4-> ()] (2)
(A>B)|-[(B>C)> (4> 0)]
(A>B),(B>C)|-(4>0)

(4> B),(B—>C),A|-C
K dikazu (2) staci dvojim pouzitim pravidla modus ponens z danych
predpokladt dokazat C.

A A>B B B-C
B C
V uvedenych ptikladech se diikazy opiraly jen o Vétu o dedukci a

pravidlo modus ponens.
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DalSich Sest pomocnych vét vyrokové logiky

|— =4 — (=B > —A) schema A2
M A|-A—>B A3, MP
| -—4—> (4> B) Veta o dedukci

Tim je véta (v2) dokézana.
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‘——|—|A—)A (V3)
|4 VD

63

Formuli (v3) Ize zapsat ve tvaru m Av 4 ato je
zédkon vylouceného tietiho (tertium non datur). Nase
logika je tedy klasicka, ne intuicionisticka.

64




(v5)

[ — (v4)
—— A, A>B|-4 (v3), MP
|- ———A—>—4 (v3) ——A4,4->B|-B MP
—— A, A—>B|-—— B (v4), MP
|-A—>——4 (43), MP A>B|—mm A> B VD
A—> B|-(=B—>—4) (A3), MP
|-4—>B—>(=B—>—A) VD
65 66
|-A—>(=B—>—=(4—> B)) (v6)
|—(=A—>A)—> 4 v7)
A, A—>B|-B MP |-— 4> (= A4A>=(=4—> A)) (v6)
Al—(A—>B)—>B vb — A== (= A A) 2x VD
A|-=B—>—(4—B) (v5), (A3), MP == 4> = (=4 4)) vD
|-4— (=B —>—=(4— B)) VD |- (mA—> A)—> 4 (A3), MP

67
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Dokazali jsme n€kolik pomocnych vét vyrokové logiky.

Nyni se budeme zabyvat vztahem vét odvoditelnych ve
formalnim systému a jejich sémantikou.

Nasim cilem je dokazat vety o uplnosti, které dava;ji
dohromady oba pojmy: véty a tautologie.
Dokazeme

|— A prave kdyz =A

T|—4 praveé kdyz Tl=4
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9 Tautologie

Formalni systém Sémantika
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= Tautologie

Formalni systém Sémantika
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Bezespornost a maximalita

Necht T je mnozina formuli

(i) Rikdme, ze T je sporna, (nekonzistentni), jestlize
libovolné formule A je dokazatelnd z predpokladi 7,
jinak je 7 bezesporna (konzistentni).

(1) T je maximalni bezesporna mnozina , jestlize je be-
zesporna a jedina bezesporna mnoZina, kterd obsahuje 7,
je T.
(i11)) Mnozinu vSech formuli dokazatelnych z 7' oznacime
Con(T), tedy
Con(T)={A|T |- A}
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Cviceni

Necht 7' a S jsou mnoZiny formuli. Dokazte

a) T < Con(T)

b) Je—li TS potom Con(T)c Con(S)
¢) Con(Con(T)) = Con(T)
)

16 — 11 1, peuezhorng’ hotons Com(y,) 16 tays peaszhorny
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Cviceni
Necht' T je maximalni bezesporna mnozina a A, B jsou formule

Q) je=1li T|—-A, potom AeT

b) Pro kazdou formuli A plati

T |—A praveé kdyz T W {— A} je sporna

c) T je sporna, pravée kdyz T |— p &— p pro néjakou

vyrokovou proménnou.
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d)

pro kazdou formuli A, pravée jedna z formuli
A,— A je prvkem T.

e) A& BeT pravekdyz AeTa BeT

1) Av BeT pravé kdyz A nebo B ndlezi do T

75

Véta (Lindenbaum)

Kazdnou bezespornou mnozinu formuli 7' 1ze rozsifit
do maximalni bezesporné mnoziny S,7 c S.
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Dikaz

Uspotadejme vSechny formule jazyka do posloupnosti

A, A4,4,,...,4

noce

na usporadani formuli nezalezi, diilezité je, aby posloupnost

byla prosta.

Vytvoiime neklesajici posloupnost bezespornych mnozin

Ir=1,cl,c...T,c...
nasledujicim postupem.
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Je-li Tu{4)} bezesporna, definujeme )= Tui4,},
jinak polozime 7,= 7. V g-tém kroku polozime
T,., =T, 0{4,} je-li to bezespornd mnozina, jinak 7,,, =T,

Je-li o limitni ordinal polozime 7, =Up, T

Necht' § je sjednoceni vSech mnozin 7. Ukazeme, 7e

S je bezesporna mnozina. Postupujeme sporem.

78

Ptedpokladejme, Ze S neni bezesporna. Potom
existuje dikaz

B, B,,...,B

n

formule p&—p, kde p je vyrokova proménna. Necht
C,GC....C,

jsou vSechny formule z S, které se vyskytuji v
uvedeném dikazu. Pak existuje a, takove, Ze

C Ch...,Chc T

m a

To znamena, ze T, je sporna - spor.
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Zbyva dokézat, ze S je maximalni bezespornd mnozina.
Ptredpokladejme, Zze S je bezespornd mnozinaa Sc S".

Necht’ néktera formule 4, z posloupnosti formuli
jeprvkem S’. Potom 7,U{4,} je bezesporna, a tedy
Ta+1 = Ta U{Aa}

Proto 4,€S$ a S=S".
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Véta o bezespornosti a splnitelnosti

Je-li T mnozZina formuli vyrokové logiky, potom

T je bezesporna, pravé kdyz je splnitelna.

81

Dukaz.

a) Predpokladejme, Zze T je splnitelnd a v je model T.
Tedy v|=T.

Ukazeme, ze kazda formule dokazatelna z predpokladi
T, je pravdiva pii ohodnoceni v. Postupujeme indukei.

Necht’ 4y, 4, ... 4, je ditkaz formule 4,z piedpokladli T
Pro libovolné m, m < n plati

Je-li 4, axiom vyrokové logiky, nebo prvek 7, je vI=4,,.
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Je-li 4,, odvozena z formuli 4, 4 — A, pravidlem
modus ponens, pak z indukéniho pfedpokladu a korektnosti
pravidla modus ponens dostdvame v|=4,. Tedy kazda

formule dokazatelnd z predpokladti 7' je pravdiva pfi
ohodnoceni v.

Protoze p&— p pro vyrokovou proménnou p neni
pravdiva pii ohodnoceni v, neni tato formule
dokazatelndz T a T je bezesporna mnozina.
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b) Nyni pfedpokladejme, ze T je bezesporna. Podle
Lindenbaumovy véty, Ize T rozsifit do maximalni
bezesporné nadmnoziny S.

Necht' v je pravdivostni ohodnoceni definované vztahem
vp)=1 pravékdyz peS
Pro libovolnou formuli 4 dokazeme

AeS pravé kdyz vi= A @)
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Postupujeme indukci podle slozitosti formule A.

Ptimo z definice plyne (1) pro vyrokové proménné.

Ze cviceni d) plyne, ze plati-li (1) pro B, pak
platiipro — B.

Ze cviceni f) plyne, ze plati-li (1) pro B, C, pak
platiipro B— C.

Z toho vyplyva, ze v|=S aprotoze TcS,v|=T.

Mnozina T je tedy splnitelna.
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Disledek. Véty o uplnosti.
Je-li T mnozina formuli, 4 formule, potom plati
(@) T|—Apravekdyz T|=A4
(i) |- A pravée kdyz |= A
Z (i1) plyne, ze

A je vétou vyrokové logiky, praveé kdyz A je tautologie.
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Diukaz.

(@) T|—A prave kdyz T O{— A} je sporna
pravé kdyz T U {— A} je nesplnitelna

prave kdyz Tl|= A

(i1) Tvrzenti je specialnim ptipadem (i) pro 7 =0.
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Vyrokova logika je bezesporna

Z V¢éty o uplnosti plyne, ze ve vyrokové logice jsou
dokazatelné prave tautologie.

Formule
p&—p

neni tautologie, a proto neni vétou vyrokové logiky.

Vyrokova logika je tedy bezesporna.
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Véta o kompaktnosti.

Mnozina formuli 7 je splnitelnd, praveé kdyz je
splnitelna kazda konecnd podmnozina mnoziny 7.

Disledek.
Je—=li Tl=4
pak existuje konecna podmnozina T'cT

takova,ze T'l=A
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Diikaz.
a) Je-li T splnitelnd, pak je splnitelnd 1 kazda jeji Cast.

Ptredpokladejme, Ze T neni splnitelné. Podle véty o
splnitelnosti je 7 sporna. Tedy 7 |- p & —p pro n¢jakou
vyrokovou proménnou.

Ale dtkaz sporu vyuziva jen kone¢nou podmnozinu 7~
mnoziny 7. Tedy 7T’ je spornd a proto neni ani splnitelna.
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b) Je-li T|=A4 potom T |-A4 (1)
potom 7" |- 4

pro kone¢nou podmnozinu 7° mnoziny T sestavajici z
formuli, které se pouziji v dikkazu (1).

aTl |=4
Prvni a posledni krok ditkazu vyuziva tvrzeni (i) Véty o

uplnosti.
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Normalni tvary vyrokovych formuli

Ke kazdé¢ formuli dovoluje vyrokova logika sestrojit
ekvivalentni formuli v uréitém standardnim tvaru.

Potiebujeme

*Védét néco o dokazovani formuli s odvozenymi spojkami.
*V¢étu o ekvivalenci (kterou jsme mohli dokézat jiz diive).

*Normalni tvary vyrokovych formuli. (Jsou dva).

Lemma.
0) A&B|- A A& B|-B
(i) A,B|-A&B

Diikaz.
(i) Vyraz A& B je zkratkou za formuli — (4 —> = B).

Podle (v2) plati

odkud
|—(Ad—>—B)—> 4 (v3), (v5), MP
tedy |- (A& B)— 4

Diikaz druhého tvrzeni v (i) postupuje stejné, jen se
zaméni symboly 4 a B.




(i1) Z (v4) dostavame

A, B|-— B

Dusledek.

Uvédomime-li si, ze ekvivalence 4<> B je zkratkou za
formuli

(A>B)&(B—> A)
dale z (v6) a Véty o dedukei plyne dostévame
) A B|-4-> B
A== B|-=(4—>—B) (i) Ao B|-B—> 4
Celkem (i) A—>B,B>A|-B 4
A,B|-A&B (iv) Je-li |- 4> B potom pro libovolnou mnoZinu 7
plati 7 |- A pravekdyz T |- B.
5 6
Dusledek. Véta o ekvivalenci.
(0) | -4 (A& A) (idempotence)
Necht formule A4’ vznikne z formule 4 nahrazenim
(i) |- (A& B) <> (B& A) (komutativnost) nékterych vyskyti podformuli 4,, 4,,... 4, formulemi
A,,4,,...4,.
(iii) |- (A& B)& C) <> (A& (B& C)) Je-li
(asociativnost) —dod|-dod. |-404,
@) |-(4,—>...(4,>B)..) (4, &...&4,) > B) potom

—4o A




Diikaz. c)Adje B>Cal|-BoB |-ColC
Potom

Indukei podle slozitosti formule A.
|4 B'—> B |-C—>C

a) A je vyrokova proménna nebo néktera z formuli 4,1<j<n

Potom 4’je 4 pokud k vyméné nedojde, jinak A"je 4.. |=(B'> B) > (B> ) > |(C>C)> (B> ()

b) A jetvaru — B. Potom
)4 I~ (B> C)— (B—C)
|-Beo B
|-B—> B’ Opacna implikace se dokaze zaménou ¢arkovanych a
|—A'—> A4 (v5) nec¢arkovanych formuli.

Opacna implikace se dokazuje podobn¢.

. Diikaz.
de Morganova pravidla. i

Z (v3), (v4) a zavedeni ekvivalence plyne |— A4 <> —— A.
(i) |-=(A4&B) < (= Av—B) Uzitim véty o ekvivalenci dostavame
(i) |-—=(AvB)©>(—A4&—B)

Tvrzeni (ii) se dokazuje obdobné.




Dusledek.

(i) |-4—>(A4vB) |-B—>(4AvB) (monotonnost)

(@) |-Ae>(Av A (idempotence)

(iii) |—(AvB)<>(Bv A (komutativnost)

(iv) |-(AvB)vC)e (Av(BvCC)) (asociativnost)
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Dukaz.

(i) Podle zavedeni disjunkce je |—(AV B) <> (=~ A— B),
proto formule 4 — (4v B) je obdobou (v2) a B—>(Av B)
je instanci schematu (Al).

(i1) - (iv) Pouzitim de Morganovych pravidel lze tato
tvrzeni prevést na jiz dokazana tvrzeni o konjunkci.

14

Lemma o dikazu rozborem pripadi.
Je-li T mnozina formulia 4, B, C jsou formule, potom

T,(Av B)|-C pravé kdy? T,A|-C a T,B|-C

Diikaz.
a)Je-li T,(Av B)|-C, staci dokazat
T,4A|-(Av B) a T,B|—(Av B)

obé tvrzeni plynou z monotonnosti disjunkce Vétou o dedukci.

b) Plati-li 7,4|-C a T,B|-C podle véty o dedukci
a (v5) dostavame
T,—~C|-—A4,—B

T,—|C|——|A&—|B konjunkce
T,-C|—=(AvB) de Morgan

T,(Av B)|-C (A3), VD

16




Distributivnost konjunkce a disjunkce

Diikaz.
(1) => Pouzijeme diikaz rozborem piipadi. Plati

A|-(Av B) A|—-(4AvC) (monotonnost)

Tedy A|=((Av B) & (Av C) (konjunkce)

() |-AVv(B&C) o (AvB)&(4Av () Podobné

B&C|-B B&C|-C (konjunkce)
(i) = (A& (Bv C)) > (A& B)v (A& C)) B&C|-AvB B&C|-4AvC (monotonnost)

B&C|-(AvB)&(4Av () (konjunkce)

celkem
|- (AV(B&C))—> ((Av B)&(4Av ()
17 18
<= Plati Normalni tvary vyrokovych formuli

(Av B)&(Av C)| - (Av B), (Av C)

Pritom Av B je zkratka za implikaci
Tedy

—~ A, AVB|-B —A4,AvC|-C
(Av B)&(AV C)| == A—> (B&C)

|=((Av B)& (Av C)) = (Av (B&C))

(konjunkce)

VD konjunkce

VD

Syntax

* Vyrokové proménné

* Literaly vyrokové proménné a jejich negace

* Klauzule disjunkce literala

» Formule v konjunktivnim tvaru (CNF) konjukce klauzuli
» Formule v disjunktivnim tvaru (DNF) disjunkce konjun-

kcei literalu

20




Priklady

Necht' p,, p,,...p,,...  jsou vyrokové promeénné.

a)(p;vap;Vp)&p, &(p,Vv p,) je CNF

b)y(p, &= p; &= p,, &=p)Vv(=p, &=p,) je DNF

21

Véta o normalnich tvarech.

Ke kazdé formuli A4 lze sestrojit formule 4, 4, v
konjunktivnim a disjunktivnim tvaru, tak ze

|-Ae> A4, a |-Ae 4,

22

Dukaz.

a) Je-li A4 vyrokova proménnd, pak je v konjunktivnim i
disjunktivnim tvaru.

b) Predpokladejme, Ze 4 je —B aformule B, aB, jiZ
byly sestrojeny.
Z predpokladu —Bo B,

dostavame |- B> B,

Predpokladejme, ze B, je tvaru B,vB,v...vB, kde
B,i<n jetvaru L, &L, &...L, .

23

z de Morganovych pravidel

|__'B(_)(_'B1&_'BZ &&_'Bn)

aprokazdé i<nm

Oznacime-li 4, formuli, ktera vznikne z pravé strany
ekvivalence vynechanim dvojnych negaci u
vyrokovych proménnych, pak 4. je disjunkce literald
a

—Ae> (4, &4, &...&4,)

kde na pravé stran¢ ekvivalence je konjunktivni tvar
formule A. Stejnym zptisobem se z — B, sestroji
disjunktivni tvar formule A.
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c¢) predpokladejme, Ze A4 je tvaru g ¢ a Ze disjunktivni a
konjunktivni normalni tvary podformuli, B, C jiz byly
sestrojeny. Podle zavedeni disjunkce

|- (B> C)e> (=BvO) (1)

K sestrojeni disjunktivniho tvaru formule A staci sestrojit
disjunktivni tvar D formule — B, aformule DvC, je
disjunktivnim tvarem A.

Konjunktivni tvar formule A sestrojime pomoci
distributivity. Vyjdeme z (1) a z formule = B,. K ni
sestrojime konjunktivni tvar p, & D, &...& D, jako
konjunkci klauzuli.
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Také C, je konjunkce klauzuli E, & E, &...&E,,.

Tedy

-4 ((D,&D,&...&D,)v (E,&E,&...& E,))

Pouzijeme distributivnost a po roznasobeni na pravé
stran¢ dostaneme konjunkci klauzuli tvaru

D,VE,il<i<n, jI<j<m.

Tim je konjunktivni tvar formule A sestrojen.
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Predikatova logika

Jazyk prvniho Fadu

Jazyk obsahuje

(i) Proménné x, y, z, x,, x,,... ¥, ¥"’,... neomezené mnoho
(i1) Funkéni symboly  f, g, h,..., f1, > ... kazdy mé svou
cetnost (pocet argumenttt) 0.

(iii)Predikatové symboly p, g, 7,... p;, p,, ... kazdy ma svou
cetnost n> 0.

(iv) Symboly pro logické spojky — negace, v disjunkce,
& konjunkce, - implikace, <> ekvivalence.

(v) Symboly pro kvantifikatory V univerzalni 3 existencni.

Termy a formule

jsou vyrazy jazyka prvniho tadu, které maji sviij vyznam.

Termy popisuji (n€kterd) individua.

Formule jsou tvrzenimi o individuich.

Definujeme je induktivné.

Definice - Termy

(1) Kazda proménna je term.

(i1) Je-li f n-arni funk¢ni symbol a vyrazy ¢,,%,,...7, jsou
termy, potom vyraz

f(t,t,,...t)

je term.

Termy jsou definovany konecnym poctem uziti pravidel
(1) a (i1). Tedy jsou to konecna slova.




Priklad.

V jazyce aritmetiky jsou nasledujici vyrazy termy

X x+0 y+S(x) y+SS©0) x*y S0)*S(S0))

Podle definice bychom méli psat

x +(x0) +(,S(x) +(y,S(5(0))
*(x, y) *(S(0), S(S(0))

ale u bindrnich symbolil se pfidrzujeme zavedené praxe
infixniho zapisu.

Formule.

(i) Je-li p n-arni predikatovy symbol,
potom vyraz p(t;,t,,...t,), kde %;%5---4, jsou
termy, je (atomicka) formule.

(i1) Jsou-li vyrazy A4, B formule, potom vyrazy
-4, (A&B), (AvB), (A>B), a (A< B)
jsou také formule.

(iii) Je-li x proménnda A formule, potom vyrazy

(Vx)4d a (34

jsou formule.

Priklady.

xee=cox xee=x (Vx)(Jy)(xey=e) ecoec=e

x<S(x) x+x=8580)*x x+y<x+S©)

X#£0 > @)x=S0) klxeo @y)key=x)

—x=0

(klx—=>(x[y—=> ]z —>k[2))

Formule a podformule.

Formule
xee=¢cex xee=x ceg¢=c¢

jsou atomické. Vznikly podle pravidla (i)

Formule v )@y)(xe y =) (1)
vznikla z formuli
(xey=e) ()
@y)(xey=ce) (iii) )
(Vx)@y)(xey=e) (iif)

Rikame, Ze formule (2) jsou podformule formule (1).




Podtermy, podformule, volné a vazané proménné.

Necht’ ¢ jeterma A je formule.

(i) Podslovo s termu ¢, které je samo termem nazveme
podtermem termu  t.

Podslovo B formule A, které je samo formuli nazveme
podformuli formule A.

(i1) Dany vyskyt proménné x ve formuli 4 je vazany,
je-li soucasti néjaké podformule tvaru (3x)B nebo (Vx)B.
Neni-li dany vyskyt proménné x vazany, tikame, Ze je
volny.

(i) Rikédme, zZe proménnd x je volna ve formuli 4,
ma-li tam volny vyskyt. Proménna x je vazand v A,
ma-li tam vazany vyskyt.

(iv) Formule A je otevrena, pokud neobsahuje Zadnou
vazan ou promeénnou. A je uzaviend, neobsahuje-1i
zadnou volnou proménnou,

Je ziejmé, ze oteviend formule neobsahuje zadny
kvantifikéator zatim co uzaviend formule vaze kazdou
proménnou n¢jakym kvantifikatorem .

10

Priklad.

Proménna mize byt v téze formuli soucasné volnd 1 vazana.

(Vx)((xee) =x) > ((e®x) = x)
AA A ¥ #

(x=2)>@x)(x=2)

Sémantika predikatové logiky

Interpretace jazyka je definovana mnozinovou
(relacni) strukturou M kterd ke kazdému symbolu
jazyka a k mnoZiné proménnych pfifadi mnoZzinu
individui.

Relac¢ni struktura M obsahuje

* neprazdnou mnozinu M pro individua.

» zobrazeni f,,:M"— M pro n-arni funk¢ni symbol f

e relaci Y S\ pro kazdy n-arni predikat p




Piiklady.

a) M=M= {a,b,c}, =>,=1{<a,b>})

je interpretaci jazyka L = {—> }, je to (orientovany)
graf se tfemi vrcholy a jednou hranou.

b) E=({e}.e, o, ), kde e, :{e}’ > {e} je
interpretaci jazyka L = {e, e } teorie grup. Je to
jednoprvkova grupa.

c) N=(N,0,,S,,®,®), kde 0, je interpretace
konstanty 0, Sy interpretuje funkci naslednika a
a @,® interpretuji operace souctu a soucinu, je
interpretaci jazyka aritmetiky.
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Interpretace termii.

M¢jme jazyk L a strukturu M, kterd ho interpretuje.
Chceme kazdému termu pfifadit jeho hodnotu v doméné
M struktury M.

a) Proménné, v termech musime ohodnotit nejdtive.

Pouzijeme zobrazeni e, které kazdé proménné x pfiradi
hodnotu e(x) zdomény M. Takovému zobrazeni fikdme
ohodnoceni proménnych.

b) Interpretaci termu t pii ohodnoceni e oznacime f[e].
Definujeme tle] = e(x) je-li ¢ proménna x

tle]= f,,(t,[e],...t,[e]), je-li ¢ tvaru

f@,...t).

Je zfejmé, ze ohodnoceni proménnych neni absolutni
pojem, ale ze zavisi na struktuie M. M¢li bychom proto
psat t[e, M]. Je-li struktura M dana, piSeme kratce f[e].

Interpretace termu pfi ohodnoceni e zavisi jenom na
kone¢né hodnotach e.

Lemma.

Jsou-li vS§echny proménné termu ¢ mezi proménnymi

X)Xy ein X

n
a e, e’ dv¢ ohodnoceni takova, Ze e(x,)=¢'(x,) pro i, /<i<n,

potom t[e] =t[e’].

Dtikaz indukci podle slozitosti termu .

Tarského definice pravdy

Necht L jejazyk, M jeho interpretace, e pravdivostni
ohodnocenia 4 je formule jazyka L.

(1) Rikame, ze A4 je splnéna v M pri ohodnoceni e a piSeme

M |= Ale]
jestlize (indukci podle slozitosti A4)

a) A je atomickd A= p(t,,...t,) , kde p nenirovnost.
Potom

M |=Ale], jestlize (t]e],...t [e])e p,




b) 4 jeatomickd, A=t,=¢t, a t[e]=t]e]
c) A jetvaru =B a M |+ B]el].

d) 4 jetvaru B>C a MI#Ble] nebo M |=C]e].

Je-li e ohodnoceni proménnych, x je proménna a m je
prvek z domény M, pozménéné ohodnoceni e(x/m)
definujeme

x/m)) m je—=liy=x
e(x/m =
Y e(y) je-liy#x

e) A jetvaru(Vx)B a M |= Ble(x/m)] pro kazdé m e M.

f) A jetvaru (Ix)B a M |= Ble(x/m)] pro néjaké m e M.

(i1) Rikame, ze formule A je pravdiva v M a piSeme

M=4

je-li A splnénav M pii kazdém ohodnoceni proménnych.

* Podobné¢ jako u termt, splnéni formule pii néjakém
ohodnoceni e zavisijen na ohodnoceni e(x) konecné
mnoha proménnych.

*z e¢)af) vyplyva, Ze pokud ma proménna jen vazané
vyskyty, potom splnéni formule nezavisi na ohodnoceni této
formule.

* Je-li formule uzaviena, potom jeji splnéni je pro vSechna
ohodnoceni stejné. Staci ovéfit zda je splnéna, ¢i nesplnéna
pfi jednom ohodnoceni.

Jinymi slovy, je-li uzaviena formule splnéna pfi alespon
jednom ohodnoceni, je pravdiva.

Rikame, ze formule je validni (platnd) nebo logicky pravdiva
apiSeme =4, jestlize je pravdiva pti kazdé interpretaci
daného jazyka.

Tedy
=4 prave kdyz M|=A pro kazdou interpretaci M
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Substituce termii do termii za proménné
Priklady.
t=(x+y) s=(x+x) r=(z*y) g=w
tls]=((x+x)+y) t[r]=(x+(z*y))
t,ls, r1=((x+x)+(z*y))

rlsl=((x+x)*y) rlq]=(z*w)

ryltls] s [qll= (((x+x) + y)* (w+w))

21

Jsou-li x,,...x, rOznépromeénnéa *£,¢,...1, jsou

n

termy, potom symbolicky
bosees o [lsnt,]
oznacime vyraz, ktery vznikne z ¢ soucCasnym nahra-

zenim kazdého vyskytu proménné x; fermem t,
pro L, i<n.

Indukci podle slozitosti termu ¢ se snadno overi,
timto zptisobem vznikne term.

22

Substituce termi do formuli
A=sin’(a)+cos’(a)=1 B=@z)(x’+y° =2)
t=(m/3) s=-/2 gq=d u=sx"+I
A [t]=sin’(n/3)+cos’(n/3)=1
B [q]=@2)(((a") +y*) =2)

B, [s,u]=@)((2" +/x’+1)=2)

23

Jsou-li x,,...x, rGznéproménné A4 formulea 7,...¢,
jsou termy, potom symbolicky
Ay tysent,] (1)

oznacime vyraz, ktery vznikne z 4 nahrazenim

kazdého volného vyskytu proménné x; fermem f,
pro i,i<n.

Indukci podle slozitosti formule A se snadno oveéfi,
timto zptisobem vznikne formule. Této formuli
fikame instance formule A.

24




Substituovatelnost termu do formule

Intuice: formule vypovida o substituovanych termech
,,totéZ", co vypovida o proménnych, za které bylo
substituovano.

Varovny ptiklad.

M¢jme formuli
A=3Fy)x=(y+y) ()
aterm t=(y+1). Potom instance A4[f] formule (1)
A[]=@n)(y+1=y+y)
vypovida néco jiného o termu (y + /) nez vypovidala

formule (1) o x.

25

Co se stalo?

Volna proménna x, za kterou bylo substituovano, byla v
podformuli kvantifikatoru, ktery svazal proménnou y v
termu 7.

Rikame, Ze term ¢ je substituovatelny do formule 4 za
proménnou x, jestlize pro kazdou proménnou y vyskytujici
sev t Zzadna podformule (Vy)B, (3y)B formule 4
neobsahuje (z hlediska formule 4 ) volny vyskyt proménné x.

Ve dvou ptipadech je snadné substituovatelnost rozpoznat

* je-li formule A4 oteviena

* 74dna proménna substituovanych termi neni vazana v A.

26

Pitiklady.
A=(x#0)> (V)(Vy)@z)(u+2z)>(x+y))
B=((Vx)@)((y+u) > (x+u)) > =(3y)(Vx)(y 2 (x +u)))
a) substituovatelné
t=w/v+w) s=(0'+z°) r=(W+x)

A,[1]=(x#0) > (V)(Vy)E2)(((u/v+w)+2) > (x+))
A [r]=((v+x) #0) > (Vx)(Vy)Qz)(u +2) > (x+))
Spocitejte

27

A=(x#0)=> (Vx)(Vy)32)(u+2) > (x+y))
B=((V)@)((y+u)> (x+u)) > =@)(VX)(y 2 (x +u)))

b) nesubstituovatelné

d=x*y e=u+y’ [f=(+v+w)

Pfitom

Ald]  Ale]  ALf]  Alf]
jsou substituovatelné.
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Umluva.

Vyraz A, . [t,s,7...] budeme pouzivat jen kdyZz
jsoutermy ¢, s,7...  substituovatelné za proménné
X, ¥, 2 ... doformule 4.

29

Lemma.

L jejazyk, M jeho interpretace, X,,...X,
proménné, ¢,f,,...7, termy a e je ohodnoceni
proménnych takové, ze t[e]=m, pro néjaké
individuum z M. Potom

@) 1, . st ]lel=td(e/m),...,(e/m,)]
@) M=4,,..., [t,...1,]le] pravé kdyz
M |=Al(e/m,),...(e/m,)]

30

Formalni systém predikatové logiky

Dokazatelnost

31

Redukce jazyka.
* Z logickych spojek pracujeme jen s negaci a
implikaci. Ostatni spojky jsou z nich odvozené.

* Univerzalni kvantifikator je zakladni.

*Existencni kvantifikator je z néj odvozen vztahem

(Ix)A  je zkratka za formuli —(Vx)— A.
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Axiomy pro logické spojky

Je-li L jazyk l.tadua 4, B, C jsou formule jazyka L,
potom kazda formule tvaru

A—> (B> A) (A1)
(4> (B> C))—>[(4—>B) > (4> ()] (A2)
(=wB—>—4)>(4— B) (A3)
je axiom.
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Axiomy predikatové logiky pro spojky jsou
»instancemi® schemat (Al), (A2)a (A3), které
vzniknou z axiomu vyrokové logiky dosazenim
libovolnych formuli predikatové logiky za vyrokové
promeénné.

Vezmeme-li v uvahu, Ze pravidlo modus ponens je také
odvozovaci pravidlo predikatové logiky, dostavame

Je-li A vétou vyrokove logiky a A" vznikne z 4
dosazenim libovolnych formuli predikatové logiky za
vyrokové proménné formule A4, potom A’ je vétou
predikatové logiky.
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Axiomy pro kvantifikatory.

Schema specifikace. Je-li A formule, x proménnd a ¢
je term, potom formule

(Vx)A— A [t]

je axiom specifikace predikatové logiky.

Schema ,,preskoku . Jsou-li A, B formule a je-li x
proménnad, kterd nema volny vyskyt ve formuli 4,
potom formule

(Vx)(A—> B)—> (44— (Vx)B)

je axiom predikatové logiky.
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Odvozovaci pravidla.

Modus ponens

A A—> B

Pravidlo generalizace

A
(Vx)A4

pro libovolnou proménnou  x.

36




Ziakladni véty o kvantifikatorech.

Uveden¢ axiomy axiomy a odvozovaci pravidla tvofi

formalni systém predikatoveé logiky bez rovnosti. Pravidlo zavedeni

Nema-li proménnd x volny vyskyt ve formuli 4 a
Pojem diikazu, diikazu z predpokladi a vét je stejny |-4—>B potom |-A4—(Vx)B

jako ve vyrokové logice.

Pravidlo substituce, Pravidlo zavedeni 3.

Formalni systém predikatové logiky s rovnosti vznikne (1) |—4,[1]> (3x)4
z tohoto systému rozsifenim jazyka o predikatovy (ii) Je-li |- 4—> B a x neni volna v B, potom
symbol rovnosti "= a tfi schema axiomu rovnosti.
také |—(3x)4 > B.
37 38
V Gentzenové stylu miiZzeme tato pravidla zapsat
, . Dikazy.
A—> B xnenivolndyv A Pravidlo zavedeni V.
A— (Vx)B Pravidlo zavedeni V.
fedpoklad
- ; : |-A—> B pre
PIENEDY Pravidlo substituce
| =|(Vx)(A—> B) generalizace
A—> B xnenivolndv B Pravidlo zavedeni 3. =V > B) [ (4> (Vx)B) schema preskoku

@x)4—> B - (4> (Vx)B) MP

39 40




Pravidlo substituce.
| - (VX)—|A - —|Ax[t]
| - —|—|(VX)—|A e d —|Ax[t]
%,—/

34

= A[r]=>(3x)4

Pravidlo zavedeni 3.
|-4—> B
|-=B—>—4
|= =B —> ——(Vx)— 4

N

3x)

|- @3x)4— B

schema specifikace
(v3), zkratka 3

(A3), MP

predpoklad
(v5), MP

pravidlo Vv, (v4)
(A3)

41

Instance formuli.

je instance formule 4. Xx,,...X, jsou navzijem rizné
proménné, ¢,,...%1, jsou (substituovatelné) termy.

Instance vyjadiuje n&jaky zvlastni piipad tvrzeni
formule. Do formule dosazujeme vsechny termy
soucasné (paralelng).

(F)(x<y) @<y

42

Varovny piiklad.

A=x<y t=x

A, [s,t]l=y<x
Als]=y<y

Aft]l=x<x

((A4,[s]), [ =x<x

((4,[zD,[sD=y<y

43

Véta o instancich.

Je-li A’ instance A, potom plati

|- A4 implikuje |- A4

Je-1i dokazatelna formule A, potom je dokazatelna
kazda jeji instance.
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Dikaz.

Indukci podle poctu substituovanych termii.

Necht’ A=4, ..., [t,...

tn]

Je-li n=1a A'=A4][t] potom

Je-li n> 1, necht z,,...z, jsounové proménné,

n

které se nevyskytuji ani ve formuli 4 ani v termech
t,,...1,. Potom

- 4 predpoklad

|- 4, [z,] zaklad indukce

|— A predpoklad |- (Ax, [21]));3 [z,]= Ax,x2 [z, 2,] iterace
|1 (Vx)A4 generalizace
|2 (Vx)A4 > 4. [t] axiom specifikace =4, e (2100 2,] celkem
| = 4,[1] MP ’
45 46
Nyni
Co nas prekvapilo?
- B mezivysledek
- B.[1,] zéklad indukce Je-li Asx=01=3
|— (B, [t,]).,[t,1= B, _[t,,,] iterace potom A=A4][t]=3=0
Kdyby |— A4
| - Bx, ’ s z,,[tl’ tn] Celkem ,
potom |-A'=3=0
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Jak ukédzeme pozdé¢ji formule A=x=0 neni
dokazatelna.
48




Specifikace a substituce.

Je-li A formule, X;,...X, proménnéa I;,...1,
termy, potom plati

) (9x) (F5) A Ay [t,]

(i) A sees 51,1 3x)),...,3x,)4

X2

49

Diikaz. (i) Z axiomu specifikace pro libovolnou formuli C

dostavame
|[-(Vx)C—>C (=C,[x])

1teraci - (Vxn) A= A

| = (Vx, )(Vx,)4 = (Vx,)4

= (Vx)), ..., (Vx ) A = (Y,), ..., (Vx, ) A

Slozenim vSech implikaci dostaneme
|—(Vx,),...,(Vx,)A—> A4

Tvrzeni (i) je instanci této formule. (ii) se dokaze obdobn¢

iteraci Substituéniho lemmatu.
50

Uzavér formule

Jsou-li X;,...Xx,  vSechny proménné s volnym
vyskytem ve formuli A4 v néjakém potradi, potom
formuli

(Vx,)...(Vx,)A4

nazveme uzaverem formule A.

Podle této definice ma formule vice uzavérd, podle
toho jaké zvolime potadi proménnych. Pomoci
lemmatu o specifikaci a pravidla zavedeni univerzal-
niho kvantifikatoru se dokaze, ze vsechny uzavery
Jsou ekvivalentni.
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Cviceni.

a) Jestlize formule A4 neobsahuje volné proménnou

X, potom plati |- A (Vx)4
|- A4 (Ix)4
b) | = (Vx)(Vy)4 <> (Vy)(Vx) 4
|[-(3x)Ey)4 <3 y)3x)4
c) Je-li m permutace Cisel {1, ...,n}, potom

| = (Vx)(Vx,) ... (Vx,) A (VX)) (VX 5)) - (Vxg,,) 4

|=@x)3x,) ... 3x,)4 > (3xy ) )FXg5)) - (FXg,)) A4

52




Véta o uzavéru.

Je-li A" uzavér formule A4, potom plati
|- A pravékdyz |- 4
Diikaz.
a) Je-li dokazatelné A, potom pravidlem generalizace

odvodime 4’ .

b) Je-li dokazatelné A, pouzijeme lemma o specifikaci a
substituci a 4 odvodime pravidlem modus ponens.

53

Lemma o distribuci kvantifikatoru

Je-li |- 4— B, potom

|- (Vx)A—> (Vx)B a |-(3x)4A—>(3x)B

Diikaz.
I-A—> B predpoklad
|—(Vx)4 > 4 axiom specifikace
|- (Vx)A—> B slozeni implikaci
|- (Vx)4—> (Vx)B zavedeni V

Druhé tvrzeni se dokazuje obdobné pomoci substitu¢niho
lemmatu a pravidla 3. 54

Véta o ekvivalenci.

Necht’ formule A4’ vznikne z formule A4 nahrazenim
nekterych vyskyti podformuli B,,..., B, po fadé
formulemi B,’,...,B,". Je-li

|-B, B, ... |-B, & B/’

potom
-4 A

55

Dukaz.

Postupujeme indukci podle slozitosti formule 4 stejné
jako u obdobné véty vyrokového poctu. Navic je jen
pfipad, kdy 4 je tvaru

(Vx)B nebo (3Ix)B.
Potom A’ je tvaru
(Vx)B" nebo (Ix)B’.

Dostavame
|-B& B induk¢ni predpoklad
|-B—>B a |-B—>B zkratka ekvivalence
|-A—> A a |-4> 4 distribuce kvantifikatori

Tedy -4 4.

56




Zaména vazanych proménnych

Viézané proménné se pouzivaji v bézné matematické
praxi.

Z‘f:ozr/n2 = Z‘,’f:ozr/k2

T

jfsin(a)doc = j sin(B)dp

0

Na obou stranach rovnosti je stejné Cislo.

57

Rikame, e formule A’ je variantou formule A,
jestlize 4" vzniknez A postupnym nahrazenim
podformuli (Qx)B formulemi (Qy)B [y], kde y
neni volna ve formuli B a Q je univerzalni nebo
existencni kvantifikator.

Priklad.
A=(Vx)(3Fy)(Vz)(x<y<2z) ChH (Yw)(x<y<w)

4, =(V)@Y)(Yw)x<y<w)  C, - @v)(Yw)(x<v<w)
A, =(Vx)@FAV)(Vw)(x<v<w) C,> 4

A= (Vu)(Vv)(Vw)(u <v<w)

58

Véta o variantach

Je-li A’ variantou formule A, potom

—Ao A

59

Dikaz.

Podle Véty o ekvivalenci sta¢i dokazat

| = (Ox)B < (Qy)B.[y]

za predpokladt uvedenych v definici varianty. Diikaz
provedeme pro Q =V.

a) |- (Vx)B—> B[y] axiom specifikace

|- (Vx)B— (Vy)B [y] pravidlo \v4
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b) Ozna¢me formuli B,[y] symbolem C. Potom

|- (V»)C - C,[x] axiom specifikace

|- (V»)C = (Vx)C,[x] pravidlo Y

protoZe proménna x neni volnav C aje
substituovatelna do C za y. Ale C [x] je formule B.
tim je dokdzana i opacna implikace.
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Véta o dedukci

Necht' T je mnozina formuli, A4 je uzavfena formule a
B je libovolna formule. Potom

T|—A—>B pravékdyz T,A|-B
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Dikaz.

Implikace zleva do prava se dokazuje zcela stejné jako ve
vyrokové logice.

Pfi diikazu zprava do leva, m&me dtikaz B, ..., B, formule
B z ptedpokladi T, A. Indukci podle délky dukazu
dokdzeme T |-B; pro vsechna j.

Ve vyrokoveé logice jsme rozebrali vS§echny piipady az na
ten, kdy je formule B; odvozena z formule B,, j<i
pravidlem generalizace.
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To znamena, Ze B, jetvaru (Vx)B,. Zinduk¢niho
predpokladu

T|-A4— B,
odvodime
T|-A—(Vx)B,
—_——

B;

pravidlem zavedeni univerzalniho kvantifikatoru,
protoZe proménnd x neni volnd ve formuli A.

Tim je dikaz dokoncen.
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Ve véte o dedukci je predpoklad uzavienosti formule A
prilis omezujici.

Stacilo by, kdybychom védéli, ze v dikazu formule B
z T, A nebylo pouzito pravidlo generalizace na Zadnou
proménnou, kterd je volna v A.

Jinymi slovy, kdybychom védéli, ze Zadna volna
proménnd z A nebyla v dikazu vyuzita.

To by znamenalo, Ze se takova proménna chovala v
prabchu diikazu jako konstanta.

Dokézeme vétu, ze proménné lze za urcitych predpoklada
nahradit konstantami a pozdéji se k témto proménnym

vratit.
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Véta o konstantach

Necht 7 je mnozina formuli jazyka L a A je
formule jazyka L. Necht Xx;,...X, jsou proménné.

Necht' jazyk L’ vznikne roz$ifenim L o nové symboly
¢,,...c, pro konstanty. Potom plati

T|=, 4, [c...c,] pravekdyz T|[-—, 4
(Ptidali jsme nové symboly pro konstanty

ale nepridali jsme o nich zadné axiomy.)
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Dikaz.

Ozna¢me A formuli 4, ,...,  [¢),...c,].

a) je-li T|—,A potom T |-, A", protoze A4 je

instanci A4.

b) je-li T|-, A, necht 4',..., 4", jedikaz A"z T.
Necht y,,...», jsou nové proménné, které se nevyskytuji
v dikazu 4" aniv A.

Dikaz 4',,..., A", formule 4" pfreménime na dikaz
A[s'--aA,, formule Axla"', x”[y["“yn]- FOI‘mule
A5 lcp5--.¢,] bude jeji instanci.
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Necht pro kazdé i, formule 4, vznikne z formule 4
nahrazenim kazdého vyskytu konstanty ¢; proménnou ;-

Snadno se presvédeime, ze 4., 4, je dikazem
formule 4,,.... . [v,...»,] z T. Je-li A’, axiom

predikatové logiky, potom 4, je také axiom
predikatové logiky stejného druhu.

Je-li A'prvek T, potom 4 je A, protoze tato
formule neobsahuje nové konstanty.

Je-li A4’, odvozena pravidlem modus ponens nebo
generalizace, pak 4, je odvozena stejnym
pravidlem.
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Odtud
Tl=p Agseves 152,

a formule A4 je jeji instanci. Tim je diikaz véty dokoncen.

Konstanty a Véta o dedukci.

Chceme-li dokazat implikaci 4—B z T a A ma
volné proménné x,, ... x, , rozsifime jazyk o nové
konstanty ¢,,...c,.
Staci dokéazat

T, A, ..., lc,...c,]l=B ..., . [¢),...c,]
a z Véty o dedukcei a Véty o konstantach dostaneme

T|-A->B.
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Disledek.

Je-li A uzéavér formule 4 a T je mnozina formuli,
potom

T|—A, pravekdyz Twu{—=A4"} jesporna
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Dikaz.

a)je-li T|—- A, zvéty ouzavérudostavame 7T |— A"
Protoje TU{—=A4"} sporna.

b)Je-li TU{—4'} jesporna, potom znilze

dokazat libovolnou formuli, tedy i formuli 4.

Podle Véty o dedukci dostavame T |-—A—> A4 a
podle véty (v7) vyrokove logiky 7|— 4.
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Cviceni.
a) Jestlize formule 4 neobsahuje proménnou x
voln¢, potom
|- 4> (Vx)4
|- Ae> (3x)4
|— (Vx)4 < (3x) 4
b)
| = (Ox)(Qy)4 <> (Oy)(Ox) A4

c)
|=@x)(Vy)4 = (V)3 x)4
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d)

|- (Vx)4— (Vx)(4—> B)

| = (3x)=A4v (Vx)(—=A4v B)

| = (3x)=4Av -(Tx)(AA=B)

e)
| = (Vx)(4 & B) <> (Vx)(4) &(Vx)(B))
| = ((VX)(A) v (Vx)(B)) = (Vx)(4V B)
|=@x)(4v B) < (Fx)(4) v (3x)(B))

|=@x)(4& B) = (3 x)(4) &(3x)(B))
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f)

| = (%) . (O X NO X)) (O Xigy) - ©;x)...(Ox,) ©

(Opx)) - (Oryx,2) (O Xy - (iji) - (0,x,)
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Prenexni tvary formuli. Rovnost.

Ve vyrokoveé logice jsme pomoci logickych spojek
sestrojili konjunktivni a disjunktivni normalni tvary
formuli.

V predikatové logice sestrojime prenexni normalni tvary,
které jsou v jistém smyslu jejich nadstavbou.

Budeme pozadovat, aby pfi sestrojeni formule, byly
kvantifikatory pouzity az na konec.

To znamena, Ze za fetézcem kvantifikatord bude
nasledovat podformule sestrojena jen z vyrokovych
spojek.Chceme-li, ta mtize byt v konjunktivnim nebo
disjunktivnim tvaru.

Prenexni tvar formule.

Formule 4 je v prenexnim tvaru, jeli

A4=(0x)(0,x,)...(Q,x,)B
kde

(i) n20 aprokazdé¢ i,/<i<nje O, V nebo 3 .

(i) B je oteviena formule a kvantifikované proménné
jsou navzajem ruzné.

Formule B se nazyva oteviené jadro A a
posloupnost kvantifikaci pied B se nazyva prefix.

Priklady.
a) (V) (Vy)3z)(z=(x+y)/2)

b) (Vx)(x|p—>x=1)— p je prvocislo)

c) @AR)Vx)(¥y)(xvy)eF & (xeF vyeF))

d) (YF)VG)VC)VDYVE)(F:C— D)= (G:D— E)—>

> (FoG:C— E))]




Véta o prenexnich tvarech

Ke kazdé formuli A4 lze sestrojit formuli 4°, v prenex-
nim tvaru, kterd je s ni ekvivalentni.

Znaceni.

Je-li O kvantifikator, potom znacime

V je=liQg=3
3 je-lig=V

Konstrukce ekvivalentni formule v prenexnim
tvaru postupuje indukci podle slozitosti dané
formule pomoci prenexnich operaci.

Jejich tkolem je vyvést kvantifikatory zevnitt
podformuli ven. AZ tento proces skon¢i, mame
hledanou prenexni formuli.

Lemma. Prenexni operace.

a) v ptipadé potfeby nahradime né¢jakou podformuli jeji
variantou (ta je s ni ekvivalentni).

Pro libovolné formule B, C, kvantifikator Q a promén-
nou x plati

b) |—-—=(0x)B« (Ox)—B
c) |—=(B->(Ox)C) e (Ox)(B—C), pokud x neni volna v B.

d) |=({(Ox)B—>C)e> (Ox)(B—C), pokud x neni volnd v C.
e) |—((Ox)BOC) > (Ox)(BOC), pokud x neni volna v C.

Symbol ¢ zastupuje konjunkci nebo disjunkci.

Dukaz.

b) Je-li O =V dostavame
| - —|(VX)B 4 —|(VX)—|—|B
—_

(3x)

protoze B a —B jsou ekvivalentni

c)Je-li 0=V aproménna x neni volnd v B, implikace
|—(Vx)(B—> C)—>(B—>(Vx)()

je axiom. Abychom dokézali obracenou implikaci uZijeme

|—(B—=> (Vx)C) > [(Vx)C > C)—> (B> ()]

axiom specifikace




c)Je-li =V aproménnd x neni volna v B, implikace

|— (Vx)(B—> C)—>(B—(Vx)C)

je axiom. Abychom dokazali obracenou implikaci uzijeme

|—(B—=> (Vx)C) > [(Vx)C > C)—> (B> O)]

axiom specifikace

|—(B—> (Vx)C)—> (B> 0)] MP

Na konec pravidlem zavedeni y dostaneme druhou
implikaci protoze B neobsahuje x volné.

Abychom dokazali tvrzeni pro Q=3 uvédomme si, Ze ze
zavedeni disjunkce plyne

|— (B (3x)C) <> (=Bv(@x)C) (D

Mame tedy dokazat
|—(=Bv@x)C)—> (Fx)(B—>C) )

Podle véty o diikazu rozborem piipadii méme dokézat
|- (@x)C = @x)(B - C) 3)

|—-=B—>3@x)(B—>C) 4)

Diikaz (3).

|-C—>(B—>C)

|-3x)C—>3x)(B—>C)

Diikaz (4).
|-[(B> O)}> @x)(B—>C)
|-=B—>(B>C

|-—=B—>@x)(B—>C)

axiom (Al)

distribuce kvantifikatora

substitu¢ni lemma
(v2)

slozeni implikaci, MP

11

Tim, ze jsme dokdzali (3) a (4), jsme podle véty o duka-
zu rozborem pripadi dokazali (2) a podle (1)1 jednu
implikaci ptipadu c). Dokédzeme opacnou implikaci.

|-C = 3xC| substitu¢ni lemma
|-(B>C)>[(C>3IxC)> (B—> @Ax)O)]

skladani implikaci

|-(B>C)—> (B—>(3x)0) MP
|-(3x)(B>C)—> (B> 3x)0) pravidlo 3

protoze B neobsahuje x voln¢. Tim je ptipad c)
dokazan pro oba kvantifikatory.




Pti dikazu tvrzeni c) pro existencni kvantifikéator, byla
pouzita véta o diikazu rozborem pripadil. Ale ta byla
dokazana jen ve vyrokové logice. V jejim dikazu se
pouziva véta o dedukei, a to v obou smérech.

Pti peclivém provedeni diikazu c) je tieba pozadovat, aby
B a (Ax)C

byly uzaviené formule. Tohoto pozadavku lze doséhnou
pouzitim véty o konstantach.

d o=V

| = ((Vx)B = C) ¢> (=C - —=(Vx)B) tautologie
© (= C—>=(Vx)=—B)  ekvivalence
© (=C>@3x)-B) operace b)
< (3x)(=C —>=B) operace c)
© (3x)(B->C0) tautologie

Pro Q0=3 se dikaz déla obdobné.

e) dukaz prenexni operace pro konjunkci a disjunkci se
pfevede na piedchozi operace a) - d) rozepsanim zkratek.

Diikaz Véty

se provadi indukci podle slozitosti formule A.

(1) je-li A4 atomicka, pak je v prenexnim tvarua A4’ je A.

(i1) je-li A4 tvaru —B a B’ je prenexnitvar B, A’ se sestroji
pomoci operace b).

(iii) je-li A tvaru B— C a B’,C’jsou prenexni tvary Ba C,
potom podle véty o variantach (operace a)), pfejmenujeme
vazané promeénné tak, aby zddnd volna promeénna B’ nebyla
vazana v C’ anaopak.

Plati
| -4 (B—>C)

a A’ se sestroji pomoci c) a d).




Priklady. b) Prenexni tvar v aritmetice.

Necht proménna x neni volna ve formuli B a proménna

: . @x)(x=y)=>Ex)(x=0v=(3y)(y<0)) (0)
y senevyskytujev B aniv C.
@AxX)(x=y)>Fu)(u=0v-=3v)(v<0)) (a)
a) Prenexni operace pro ekvivalenci
@Ax)(x=y)> Qu)u=0v(Vv)=(v<0)) (b)
(B © (¥x)O)
@Ax)(x=y)> Qu)(YV)(u=0v-(v<0)) (e)
(B— (Vx)O) & ((Vy)C [y]—> B) ekvivalence, varianta V0@ = 1) = (1 = 07 (v < )] ©), ()
(VB> O &ENCHI=B) operace e) Potadi prenexnich operaci neni deterministické, toto je jiny
prenexni tvar formule (o).
(Vx)@WI(B = C)&(C,[y]—> B)] operace ¢), d)

AV X)VV)[(x=y)> u=0v-=(v<0))]
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Schema axiomii identity.

Predikatova logika s rovnosti.

Je-li x proménna, pak nasledujici formule je axiom identity

X=X (Rl)

{Leibnitzliv axiom}

20




Schema axiomi rovnosti pro funkce.

Je-li f n-arni funk¢éni symbol, x,,x,,....,x, a y;, ¥,,.... »,
jsou proménné, potom nasledujici formule je axiom rovno-
sti pro funkce.

Schema axiomii rovnosti pro predikaty.

Je-li p n-arni predikatovy symbol, x,,x,,..., x,

a y,,¥,,...,», jsou proménné, potom nasledujici
formule je axiom rovnosti pro predikaty.

=y, 2..x,=y, 2> f(x,...x)=f(V.....,) (R2) X, =y, =>...x,=y, > p(x;,....x,)> p(y,,...,y,) R3)
21 22
Elementarni vlastnosti rovnosti. Tranzitivnost
X=y—>y=z—>X=zZ 3)
O rovnosti se predpoklada, ze je
reflexivni, symetricka a tranzitivni. |—y=x>z=z>y=z>x=z (R3)

Reflexivnost je ddna axiomem (R1). Dokézeme nejprve
symetrii, tedy
|-x=y—>y=x )

pro libovolné proménné x, y.

vy oFEEoEET b y=x O
|—x, =y, 2> x,=y,2>x,=x,2>y,=y, (R3)

|—x=y—>y=x (2),(R1),MP
Tim je dokazano (1).
23

Pro kontrolu

=X, =y, >x,=y,>x,=x,>y,=y, R

|-y=x—>y=z—>x=z  (R1),(R3),MP

Formule (3) se odvodi slozenim posledni implikace s
implikaci (1).
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Zakladni véta o rovnosti.

Necht' 7' je mnozina formulia ¢,,...,%¢,, s,,...,S
jsou termy pro, které plati

T|—t,=s,,....|]—t, =s (5)

n n

n

(i) Je-li ¢ term aterm s z néj vznikne zdménou nekterych

vyskytil termi  Z; odpovidajicimi termy s,, potom
T|-t=s (©)

(i1) Je-li A’ formule, ktera vznikne z formule 4 zaménou

nékterych vyskytl termii 7, odpovidajicimi termy S;, ne
vSak bezprostfedné za kvantifikatorem, potom

T|-A=4 (7

25

Dukaz.

(1) Indukci podle slozitosti termu ¢ Je-li ¢ proménnd nebo
ncktery z termi ¢, a term s vznikne zdménou cel¢ho termu ¢
termem s, potom (6) je jednim z piedpokladi (5).

Je-literm ¢ tvaru f(r,...,n,) aterm s tvaru f(+';,....,7";)
z induk¢niho predpokladu dostavame

T|\=r=r,..|-r=r (8)

n n

|—r=r—=>..rn=r—=f(x,...x)=f0"....r) (R2)

t N

odkud tvrzeni (i) odvodime pravidlem modus ponens.
Tvrzeni (ii) se dokazuje obdobné.
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Disledek.

Jsou-li t¢,¢,,...,¢,,5,,...,5, termy, A formule, potom
plati

@ |—-t,=s,>...t, =5, >Ht,....t,]1=ts,,....s,]

@ |—-t,=s,>...t,=s,>t,....t,]> Als,,....s,])

Je-linavic x proménna, kterd neni obsazena v termu ¢,
potom

(iii) |- A[t]<> (Vx)(x =t > A)

(v) |- A[t] > @x)(x =1 & A)

27




Pravdivost a dokazatelnost

Vztah formalniho systému a sémantiky predikatové logiky

Teorie prvniho radu.

Je-li L jazyk prvniho fadu a 7 mnozina jeho formuli,
tikame, ze T je teorie prvniho radu s jazykem L.

Formulim z mnoziny 7 ftikame specialni axiomy teorie T.

Predikéatova logika je zvlaStnim piipadem teorie prvniho
fadu, kterd nema Zadné specialni axiomy.

Modely teorii.

(i) Je-li T teorie s jazykem L a M je interpretace jazyka L,
fikdme, ze M je modelem teorie T apiSeme M |=T,
jestlize kazdy specialni axiom teorie 7', tedy kazda
formule z T je pravdivav M.

(i) Rikame, Ze formule A je sémantickym diisledkem
teorie (mnoziny) T apiSeme T |= A, jestlize A je
pravdiva v kazdém modelu teorie 7.

Priklady.

(a) Teorie (ostrého) usporadani ma jazyk s rovnosti, ktery
obsahuje jediny specialni symbol, binarni predikdt < a
dva specialni axiomy
—(x<x)
X<y—=>(y<z—oHx<z)

kazdy model této teorie je ¢astecné uspotfadana mnozina.
(b) pfidame-li je$t¢ axiom x<yvx=ypv y<x,

dostaneme teorii (ostrého) linearniho usporadani. Kazdy
model této teorie je linearné usporadand mnozina.




(c) Teorie okruhi, oborl integrity a téles. Necht’
L={0,1,+,%}

je jazyk s rovnosti, kde 0, I jsou konstanty a +,* jsou
binarni funk¢éni symboly pro operace s¢itani a nasobeni.

Teorie komutativnich okruhii s jednotkou ma tyto
specialni axiomy pro sc¢itani

x+(y+z)=(x+y)+z (o1)
x+0=x O+x=x (02)
@AV)x+y=08& y+x=0) (03)
X+y=y+x (04)

a pro nasobeni

I*x=x x¥/=x
xk(y*z)=(x*y)*z
x*y:y*x

x*(y+z)=(x*y)+(x*z2)
pfidame-li axiom
x¥y=0->(x=0vy=0)
dostaneme Teorii oborii integrity. Pridame-li k
teorii okruhil dva axiomy
0+1

x#F0—>@y)(y*x=1)

dostaneme Teorii téles.

(05)
(06)
(07)

(08)

@il)

(th)
(t2)

(d) Jazyk elementarni aritmetiky obsahuje rovnost a
specialni symboly 0, S,+,* kde

* 0 je konstanta pro nejmensi ptirozene cislo,

* S je unarni funkéni symbol pro nasledujici ptirozené
Cislo S(x)=x+1,

* +a* jsou binarni funkéni symboly pro operace
s¢itani a nasobeni.

Elementarni aritmetika ma tyto specidlni axiomy

S(x)#0
S)=8S(y)>x=y
x#0—=>@@y)NS(y)=x)
x+0=x
x+S)=Sx+y)
x*0=0

x*S(y)=(x*y)+x




Interpretace N, jejiz doménou jsou pfirozena Cisla,

0, =0
Sy =x+1=(xU{x})
X+ y=x+y=(x@®y) ordinalni soucet

x* y=x*y=(x®y) ordindlni soucin

Se nazyva standardni model aritmetiky.

Véta o korektnosti.
Je-li T teorie, A formule 7, potom plati
T|I-4 => T4

Specialné
-4 = |=4

{= mneni implikacev jazyku T, zastupuje slova

" jestlize ... potom"...}

Lemma.

Axiomy predikatové logiky jsou validni formule.

Diikaz. Necht' L je jazyk predikatové logiky a 4 jeho

formule. Necht' M je libovolna interpretace jazyka L, e je

pravdivostni ohodnoceni v M. Probereme jednotlivé
axiomy.

(a) A je ptipad axiomu A" vyrokové logiky. Podle véty o
uplnosti vyrokové logiky je A’ tautologie.

Jsou-li p,, ..., p, vSechny vyrokové proménné fomule 4’
a A,..., A, jsouformule, které v. 4 vystupuji na jejich
misté, pak M |= A[e] nezavisle na pravdivosti M |= 4,[e]
iLI1<i<n.

(bl) A4 je pfipad axiomu specifikace tvaru (Vx)B — B, [¢].
Je-li M [#(Vx)B[e], potom implikace A je pravdiva.

Naopak, je-li M |=(Vx)Ble], POtOM A/ |= (Vx)Ble(x/m)],
pro libovolny prvek m z domény M, specialné pro {[e.
potom A7 |= (B, [¢])[e]. Axiom specifikace je pravdivy v M.

(b2) 4 je ptipad axiomu pieskoku tvaru
(Vx)(B = C) = (B > (Vx)C) (1)
kde proménna x neni volnav B. Jako v pfedchozim

ptipad¢, neni-li pravdivy predpoklad implikace, potom 4
je pravdivd v M pii ohodnoceni e.




Pfedpokladejme, ze M |= (Vx)(B — C)[e], tedy pro
libovolné m z domény M podle definice spliiovani plati

M |=(B—> O)e(x/m)].
to znamena, Ze bud’ je formule B pravdiva pii

ohodnoceni e(x/m) nebo totéz musi platit pro formuli C.

Protoze formule B neobsahuje proménnou x volng, je

pravdiva pti ohodnoceni e(x/m) prave kdyz je pravdiva
pii ohodnoceni e. Pfitom M |= C[e(x/m)] to znamena,
Ze M |=(Vx)Cle], atedy M |=(B— (Vx)C)[e].

Tim je pravdivost (a validnost) (1) dokazana.

(c) Necht' A je axiom rovnosti pro funkce
x] =y1 _)"‘xn =yn _)f(‘x[)"'ixn)zf(y]""’yn) (2)

Je zfejmé, Ze nebude-li nékterd z rovnosti X; =V
nékterd splnéna pii ohodnoceni e, potom nebude
splnén axiom (2).

Predpokladejme, Ze tom u tak neni, to znamena,ze

e(x)=e(y,) ... ex,) = e(,) (3)
Potom

ME=(f(x e x)=f(,y)lel <
< fulelx), - e(x,)) = fi (e(y), - e(y,))
a z (3) plyne M |= Afe]

Validnost axiomu rovnosti pro predikaty se dokazuje podobn¢.
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Diikaz véty o korektnosti.

Predpokladejme, ze T|-A4 aze A4,...,4,=4
jedikaz 4 vteorii 7. Necht M je libovolny model T.

Budeme postupovat indukci podle dikazu formule A.
Predpokladejme, Ze 4 je takova, Ze pro viechny
formule 4,,7< j<i jizbylo dokazano M |=4,.

Dokazeme
M |= 4, (1)

Rozebereme nékolik piipada

(a) 4, je axiom predikatové logiky. Pak je to validni
formule a (1) plati.

(b) 4, je axiom T.Potom (1) plati protoze M je
model 7.

(c) 4 jeodvozenazformuli 4,4, 1< jk<i
pravidlem modus ponens. Pfedpokladejme, Ze plati
A, =4, >4,

Z induk¢niho predpokladu dostavame M |= A4, a M |= A4, .

Z korektnosti pravidla modus ponens také M |= 4..




(c) 4 je odvozena z formule A;, 1< j<i
pravidlem generalizace. Tedy 4, = (Vx) 4, pro
néjakou proménnou  x.

necht’ e je li bovolné ohodnoceni. Z i ndukéniho pied
pokladu plyne M |= 4, tedy tak€ A/ |= A,le].
Specialné
M = 4,[e(x/m)]
odkud
M= ((Vx)4,)[e]
A
protoze e bylo libovolné ohodnoceni, dostavame
Mi=A.
Tim je véta o korektnosti dokazana.
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Véta o uplnosti.

Véta o uplnosti. (Godel 1930)

Necht' T je teorie s jazykem L.

(1) je-li A libovolna formule jazyka L, potom plati
T|—A4 pravekdyz T|=A4

(i1) Teorie T je bezespornd, pravé kdyz ma model.

Pozorovani.

Véta o korektnosti dava polovinu z kazdého tvrzeni Véty
o uplnosti.

Samotna véta o korektnosti je implikaci zleva doprava v
tvrzeni (i),

zatim co

jeji disledek je implikaci zprava doleva v tvrzeni (ii).

Lemma.

Ve Véte€ o uplnosti druhé tvrzeni implikuje prvni.

Dukaz. Pfedpokladejme, Ze plati (i1). Necht' T je teorie,
A formule jazyka teorie T.

Vime
T|—-A pravé kdyz T \{—uzaver(A)} je sporna

Podle (ii) to znamena, Ze teorie T'U {—uzdvér(A)}
nema model. Tedy v kazdém modelu teorie T je
pravdiva (uzaviend) formule uzdvér(A) ataké A.

Tim je tvrzeni (i) dokazéano.




Vétu o tplnosti dokdzeme, podafi-li se nam dokazat, ze
kazda bezesporna teorie ma model. Metoda, kterou
pouzijeme neni ptivodni Godelova, ale pochazi od

L. Henkina.

M¢jme bezespornou teorii 7' s jazykem L. NaSim
ukolem je sestrojit jeji model, tedy strukturu M,
ktera ma neprazdné universum M a kterd v ném
interpretuje vSechny funkéni a predikatové symboly
teorie 7T .

Pfitom 7 nam poskytuje jenom syntakticky material v
podobé jazyka, axiomil a vét. Z néj musime strukturu M
vytvofit. Navic mame uzitecny piedpoklad, ze T je
bezesporna teorie.

Kanonicka struktura M.

e Universum M = {t|tje term bez proménnych}

* Funkéni symboly (nepotfebujeme ohodnoceni
proménnych). Je-li ¢,,...,t, €M a f je n-arni funk¢ni
symbol, jeho realizaci £, definujeme nasledovné

Sult,st))=f@t,....t,))eM

* Predikatové symboly. Je-li p n-arni predikatovy symbol,

jeho interpretace Py se definuje takto

,....t,)ep, pravekdy: T|-p(t,....t)

Pokud jazyk L neobsahuje predikat rovnosti, je lehké
ovérit indukci podle slozitosti termu, ze ¢ [e] =¢ pro kaz-
dy prvek ¢ univerza a kazdé ohodnoceni proménnych e.

Potom pro kazdou atomickou formuli 4= p(¢,,...,1,)
bez proménnych (a kazdé ohodnoceni e) plati

M=4 & M= Ae]

Aad (tI"”’tn)GpM (1)
o Ti-4

Sémantika atomickych formuli bez proménnych je tedy
déna vétami teorie 7.

Sémantika se trochu zkomplikuje, pokud jazyk L
obsahuje predikat rovnosti. Je-li naptiklad 7 aritme-
tika, muze se stat, Ze

T|-S00)+S50)=S(5(0))

t s

ale

M £ S(0)+S0)=S(S(0)) protoze t#s

t N

Struktura M povazuje termy ¢ s za dvé rizna
individua.




Zde pomuze faktorizace. Vime, ze predikat rovnosti
definuje na mnozin¢ vSech termu, tedy i na univerzu M,
struktury M, reflexivni, symetrickou a tranzitivni relaci,
tedy relaci ekvivalence, ozna¢me ji =~ a definujme

trs pravekdyz T|—-t=s

Misto termt samotnych pracujeme s tfidami ekvivalen-
ce [t]={seM]|s=t} asuniverzem M/=.

Potom hodnotou termu ¢ ve struktufe M je [z].
Plati

[t]1=[s] pravekdyz T|-t=s

Tedy
Mi=t=s < [t]=][s]

o Tl-t=s

definujeme-li pro funkéni symboly f

fM([t]]’"'5[tn])=[f(t]"“’tn)] (2)

a ostatni predikaty p, p,, c(M/~)" predpisem

([¢,]),....It,Depy, pravéekdyz T|-p(¢,....t,) (3)

dostavame nasledujici tvrzeni.

Lemma.

Necht M je kanonicka struktura pro L. Necht' A4
je atomicka formule bez proménnych jazyka L.
Potom plati

Ml=4 o T|-4 4)

Dikaz

probiha uplné stejné, jako u predchoziho tvrzeni (1),
jenom je tieba ovéfit, ze definice f,, a p,,

jsou korektni, tedy ze (2) a (3) nezavisi na volb¢ termi
s, €[¢].

Interpretaci f,, funkcniho symbolu f jsme defi-
novali predpisem (2).

Necht' s, €[¢,],...,s, €[t,] prolibovolné i, 1<i<n (5)

plati
s, elt] & s =t

1

< T|-s =t

(6)




z (5) a (6) dostavame

T|-s,=t pro i,I<i<n ()

vezméme axiom rovnosti pro f.
s, =t > ..., =t, > f(s,,....,8,)=f(t,...,1,)

Potom

Tl= f(sprens8,)= ft).oist) MP,

Tedy
Lf(spsn s )=/ (20 8)]

a definice f,, je korektni. Stejnym zplisobem bychom
dokézali, ze korektni je i definice Pu-

(7
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Nasim cilem je dokézat stejnou vétu (4) pro kazdou
uzavienou formuli 4. Potom struktura M bude
modelem teorie 7T .

Pro libovolny axiom B teorie 7 ajeho uzavér 4,
dostavame T |- A4 apodle (4) také M |= 4. Z definice
spliiovani potom M |= B.

Dalsi postup

Vétu o tplnosti dokdzeme jen pro nékteré teorie (uplné a
Henkinovy)

Ukazeme, Ze kazdou bezespornou teorii 1ze rozsifit do
teorie s pozadovanymi vlastnostmi.

Ukazeme, ze model rozsiteni néjaké teorie lze redukovat
do modelu vychozi teorie.

Tim sestrojime model libovolné bezesporné teorie.

Dvé definice.
Necht' T je teorie s jazykem L .

(i) Rikame, ze 7 je tplna teorie, je-li bezesporna a pro
libovolnou uzavienou formuli A4 jazyka L je jednaz
formuli 4 a — A4 dokazatelnd v T.

(ii) Rikame, ze T je Henkinova teorie, jestlize pro
libovolnou uzavfenou formuli tvaru (3x)B existuje
konstanta ¢, takova, ze

T|-@x)B - B[c]




Véta o kanonickém modelu.

Je-li T uplna a Henkinova teorie, potom kanonicka
struktura M pro 7 je modelem 7.

Dukaz.

Pro kazdou uzavienou formuli 4 ukazeme

M4 o T|-4 (4)

a) pro uzaviené atomické formule jsme to jiz dokazali.

b)je-li A4 tvaru — B, potom

M = 4

< MIEB
& TI|+B indukéni predpoklad
< T|—-—=B uplnost T
o T|-4

c)je-li A tvaru B— C, potom
M=4 < MI#BneboM|=C
& T|+BneboT|-C indukéni piedpoklad

& T|——=BneboT|-C uplnost T

& T|-4 {cviCeni}

d) Je-li A uzaviend formule tvaru (3x)B, potom

Ml=4 <

=

M |= B(x /[t]) pro n&jaky term ¢ bez proménnych
M |= B [t] pro n&jaky term ¢ bez proménnych
T|-B,[t] pro n&jaky term ¢ bez proménnych

T|-4
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Rozeberme jesté podrobnéji posledni ekvivalenci.
A=@3x)B
T je Henkinova, existuje tedy konstanta c , takova, ze

T|-(3x)B— B,[c] (5)

Tim je implikace zdola nahoru dok4zéna. Obracena
implikace je instanci lemmatu o substituci.

Tim je véta o kanonickém modelu dokézana a prvni
krok na cesté k dikazu véty o uplnosti mame za sebou.

21

Co jsme jiz dosahli

» Ukézeme, ze kazdou bezespornou teorii lze rozsitit do

teorie s pozadovanymi vlastnostmi.

UkaZeme, Ze model rozsifeni néjaké teorie 1ze redukovat
do modelu vychozi teorie.

Tim sestrojime model libovolné bezesporné teorie.
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Jak rozsirit teorii: dva zpisoby

Necht L a L’ jsoujazyky, necht’ 7T je teorie s jazykem

L a T’ jeteorie s jazykem L'

Definice. Rikame, Ze jazyk L' je rozsivenim jazyka L,

jestlize kazdy symbol jazyka L je symbolem jazyka L~

stejného vyznamu a stejné Cetnosti.

Definice. Rikame, Ze teorie T’ je rozsifenim teorie T,

jestlize L’ jerozSitenim L a kazdy axiom teorie 7 je

vétou teorie 7.

Definice. Rikame, ze 7~ je konzervativni rozsireni T,

je-li to rozsifeni a pro kazdou formuli A4 jazyka L plati
T''-4 = T|-A.
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Pozorovani.

(1) je-li T" rozsitenim teorie 7 a T’ je bezesporna, potom
T je také bezesporna.

(i1) je-li 7" konzervativni rozsifeni 7, potom 7 je
bezesporna, prave kdyz je bezesporna teorie 7.

24




Véta. (Henkin)

Ke kazdé teorii T lze sestrojit konzervativni rozsiteni
T, , které je Henkinovou teorii.

25

Dukaz.

Teorii 7, sestrojime postupnym ptidavanim axiomd tak,
aby byla splnéna podminka (5) z definice Henkinovy teorie.

Polozme T = T, L=1L, apro libovolnou uzavienou
formuli

(3x)B
ptidejme do jazyka L, novou specialni konstantu
Cans (6)
ado teorie 7, axiom
(3x)B = B [ca,5] (7)

Budeme fikat, ze konstanta (6) prislusi k axiomu (7).
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Tak.vytvorlme roz8ifeni [, jazyka [ arozSifeni 7,
teorie 7).

Tento postup je tieba iterovat. Formule (3x)B jazyka
teorie 7, miZe obsahovat konstantu Cayz z T, kniz
nepatii Zadny axiom

3x)B—> B, [C(Elx)B 1.

Proto konstanty (6) teorie 7, nazveme Henkinovymi
konstantami prvniho fadu a k nim pfislusné axiomy (7)
také nazveme Henkinovymi axiomy prvniho fadu.

Opakujeme-li stejny postup s uzavienymi existenénimi
formulemi teorie 7, sestrojime roz$ifeni L, jazyka L,
arozsiteni 7, teorie 7,. Tak ziskame Henkinovy
konstanty a axiomy druhého fadu.
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Postupné vytvoiime posloupnost rozsiteni jazykt

L=L,cL,c..clL,cL, c...

a teorii

IT'sT)cTl,c..cl,cT,,, ...

PoloZime-li

LH=ULn TH=L;J0T¢1

potom jazyk L, obsahuje Henkinovy konstanty vSech
fadt a v teorii 7, jsou vSechny k nim pfislusné axiomy.
Tedy T, je Henkinova teorie.

Zbyva dokazat, ze je to konzervativni rozsifeni teorie 7 .
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Necht A je formule jazyka L, kterd je vétou 7).

Necht’
B.B,,..B (®)

n

jsou vSechny Henkinovy axiomy z ditkazu 4. Potom
T,B,B,,...B |-4

protoze (8) jsou uzaviené formule, z Véty o dedukci
dostavame

T|-B,—-B,—» ... >B —>4 )

Bez (jmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze B, je

axiom piislusny k Henkinové konstant¢ maximalniho tadu.
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Tedy tad konstanty piisluSejici k axiomu B, je vEtsi nebo
roven fadiim vSech konstant pfisluSejicich k formulim

B,,...B

n

Predpokladejme, ze B, je tvaru

3Fx)D—> Dx[c(Elx)D 1.

Podle pfedpokladu o fadech Henkinovych konstant, ¢,,,
neni obsazena ve formulich B,,..., B, a tim mén¢ v teorii T.
Miuzeme pouzit vétu o konstantach a nahradime uvedenou
Henkinovu konstantu novou proménnou w.
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Z (9) dostaneme
T -(@x)D>D[w])—>(B,>...>(B, > A4)..)
pravidlem zavedeni 3 neobsahuje w

T|-@w)((3x)D>D[w])>(B,—>...o> (B, > 4)...)

neni w

prenexni operaci
T|-((3x)D—>@w)D [w]) > (B, >...>(B, > A)..)

z Véty o variantach plyne

[=(@x)D—>@Ew)D,[w])
T|-B,—>...»B, >4 MP
T|-4

dostaneme opakovanim stejného postujplm

Véta (Lindenbaum)

KaZdnou bezespornou teorit 7' lze rozsitit do tplné
teorie S se stejnym jazykem jako 7.

32




Dikaz.

Je-li dana bezesporna teorie 7 s jazykem L, podle Véty o
uzavéru muzeme predpokladat, Zze vSechny axiomy 7' jsou
uzaviené formule.

Uplné rozsiteni 7T, teorie T sestrojime jako maximalni
bezesporné rozsiteni 7 s jazykem L.

Postupujeme stejnym zptsobem jako u obdobné véty

Vyrokové logiky, jenom misto vSech formuli o¢islujeme jen
formule uzaviené.
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Uspotadejme vSechny uzaviené formule jazyka L do po-
sloupnosti

Ay, A, A,,..., A

EERR

na usporadani formuli nezalezi, dalezité je, aby posloupnost
byla prosta.

Vytvotime neklesajici posloupnost teorii se stejnym jazykem

r=T,cTl,c...T,c...

nasledujicim postupem.
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Je-li Tui4} bezespornd, definujeme 7, = TU{4,},
jinak polozime 7,= 7. V g-tém kroku poloZime
T,., =T, u{4,} je-li to bezesporna teorie, jinak 7,,,=T,.

Je-li a limitni ordinal polozime 7, =Up,Tp-
Necht' 7, je sjednoceni viech teorii 7.
Stejnym zplisobem jako v Lindenbaumove vété ve

Vyrokové logice se ovéti, ze S je bezesporna maxi-
malni mnozina uzavienych formuli teorie 7.
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Ukazeme, ze T, je uplna teorie. Postupujeme sporem.
Necht' T, neni uplna a existuje uzaviena formule A
takova, ze

TU|7LA a TU|7L—|A

ProtoZze — A neni vétou 1, nemize byt ani prvkem 7.
Navic A také neni dokazatelna v 7, to znamena, ze

T, Uf{—d}
je bezesporna a T, je jeji vlastni podmnoZinou. To je ve

sporu s maximalitou mnoziny 7, . Teorie T, je tedy
uplna.
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Redukce a expanze struktur
Definice. Je-li L’ rozsifeni jazyka L, potom

(1) je-li M’ je interpretace jazyka L’, redukce struk-
tury M’ do jazyka L, kterou ozna¢ime M| L, vznikne z
M’ vynechanim téch zobrazeni a relaci, které interpretuji
funk¢ni a predikatové symboly, které nejsou v jazyce L.

(ii) je-li M interpretace jazyka L a M interpretace
L', rikame, ze M’ je expanzi M, jestlize M = M’| L.

Po vS§imnéme si, ze redukce a expanze maji stejné
univerzum.
37

Lemma.

Necht' 7" je rozSifeni teorie 7, ktera ma jazyk L. Je-li
M’ model teorie 7" potom redukt M = M’| L je
model teorie T.
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Dukaz lemmatu.

M je redukt M’, maji tedy stejné univerzum a také
stejnou mnozinu ohodnoceni proménnych. Ob¢
struktury interpretuji stejn¢ vSechny funkéni a
predikatové symboly jazyka L.

(1) Necht’ ¢ je libovolny term jazyka L. Indukci podle
slozitosti termu ¢ se pro kazdé ohodnoceni e do-
kaze, ze interpretace (hodnota) t[e] je stejnd v obou
strukturach.
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(i1) je-li A formule jazyka L, potom se indukci podle
slozitosti formule 4 dokéze pro kazdé ohodnoceni e

M|=Ale] & M'E Ae]
tedy také
Mj=4 & M'EA

(ii1) je-li A axiom teorie 7, pak je vétou teorie 7 a
podle véty o korektnosti je M'|= A tedy také¢ M |= A.
To znamena, ze M je model T.
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Dosavadni vysledky miiZeme shrnout takto

Je-li dana bezesporna teorie 7,

umime sestrojit konservativni rozsiteni 7* teorie 7,
které je Henkinovou teorii.

Protoze T je podle predpokladu bezespornd a T%* je
jeji konzervativni rozsiteni, je také 7* bezesporna.
Muzeme, tedy sestrojit uplné rozsireni 7** teorie T*
Pritom 7** ma stejny jazyk jako 7* je tedy Henkinova.
Mame tedy uplnou Henkinovu teorii 7** , ktera je rozsiie-
nim teorie 7. Podle Véty o kanonickém modelu ma model
M.

redukt M = M’| L je model teorie T'.

41

Véta o kompaktnosti.

Teorie T ma model, pravé kdyz kazdy jeji konecny
fragment 7'c7” ma model.

{spolu s Vétou o uplnosti patii k né€kolika vétam,
které charakterizuji logiku prvniho tadu.}
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Dikaz.

Podle Véty o tiplnosti méa libovolna teorie S model, praveé
kdyz je bezesporna.

(1) je-li bezesporna T pak je bezesporny kazdy jeji fragment
a ma tedy model.

(i1) je-li naopak bezesporny kazdy konecny fragment 7'cT
pak je bezespornd i teorie 7, protoZe diikaz sporu by se
odehral v né¢jakém kone¢ném fragmentu 7°. To znamena, ze
ma-li kazdy konecny fragment teorie 77 model, pak 7 ma
také model.
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Disledek.

Je-li T teoriesjazykem L, A je libovolna formule
jazyka L, potom

T=EA © TEA
pro néjaky konecny fragment T'cT.

44




Dikaz.

Podle véty o uplnosti
TEd o T|-4

a dikaz formule A4 pouziva jen konecn€¢ mnoho axiomu
teorie 7.
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Dva priklady.

a) Je nutné v logice prvniho fadu popisovat teorii téles
charakteristiky 0 nekonecnym pocétem axiomu?

Necht T je teorie téles s jazykem L= {0, 1,+,+}s
rovnosti. Je-li x proménna, termy

X, (x+x), (x+(x+x)), ... ,(x+(x+(x+... (x+x)...)), ...

n krat x

budeme oznacovat zkratkami

I*x,2%x 3%x..n*%x,...

a budeme jim fikat prirozené ndasobky x.
46

Pfipomenme, Ze pfirozena ¢isla nemusi byt prvky kaz-
dého telesa a ptirozeny nasobek imituje soucin jako opa-
kované pficitani.

Vyraz p*Xx mize zastupovat term znacné délky.

Pokud v n&jakém télese plati formule

p*1=0 (1)
pro n¢jaké nenulové p fikdme, Ze t€leso ma konecnou
charakteristiku a nejmensi nenulové p, pro které plati (1)

nazveme charakteristikou télesa.
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Pokud pro zadné nenulové p neplati (1), fikame, Ze téleso
ma charakteristiku 0.

Pridame-li k teorii téles axiomy
p*1#0 (2)

pro vSechna nenulova p, dostaneme rozsiieni 7~, které
axiomatizuje télesa charakteristiky nula.

Je ptirozené polozit si otazku, zda je mozné nekone¢nou mno-
zinu axiomu (2) nahradit kone¢n¢ mnoha, a tedy jednim
axiomem.

Odpoved je negativni.
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Predpokladejme, ze by nekonecné schema axiomu (2)
bylo mozné nahradit jedinou formuli 4 jazyka L.

Potom A jepravdiva ve vSech télesech charakteris-
tiky 0 avzadném télese konecné charakteristiky.

Dostavame 7= 4 a podle disledku Véty o kompakt-
nosti existuje kone¢ny fragment 7" teorie 7~
takovy, ze T’k A.
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Pritom 7" obsahuje jenom kone¢né mnoho axiomut
(2). Je-li r nejvetsi z cisel v téchto axiomech, A plati v
kazdém télese konecné charakteristiky vEétsi nez 7.

To je spor, protoze algebra ukazuje, ze existuji télesa
libovoln¢ velké kone¢né charakteristiky.

Nekonecnou mnozinu axiomu (2) nelze v logice
prvniho fadu nahradit jednim axiomem.
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b) Je standardni model aritmetiky N jedinym
modelem aritmetiky (aZ na isomorfismus) ?

V Peanov¢ aritmetice druhého fadu ANO.
V Peanové¢ aritmetice prvniho fadu NE.
Obg aritmetiky se li$i celkovym ramcem, do kterého

jsou zasazeny. Aritmetika druhého fadu je teorie v
logice druhého tadu.

Aritmetika prvniho tadu je teorie v logice prvniho
radu.
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Snad nejvice se obé¢ teorie lisi ve vyjadieni principu
indukce.

Peanova aritmetika prvniho fadu vznikne z Elementarni
aritmetiky pfidanim schematu axiomii indukce:

pro kazdou formuli 4 a proménnou x je nasledujici
formule axiom indukce.

A,[0]> (Yx)(4 = 4,[S(x)]) = (Vx)4) 3)
Snadno se ovéri, ze standardni model (elementarni)
aritmetiky je také modelem Peanovy aritmetiky

prvniho tadu.
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Peanova aritmetika druhého fadu (néznak)

XV, Z ... proménné pro Cisla
XY Z .. proménné pro mnoziny
= predikat nalezeni

Axiom indukce

VX)0e X > (Vx)(xe X > S(x)e X)—> (Vx)(xe X))]

Schema indukce (3) zachycuje jen spocetné mnoho
instanci Axiomu indukce pro mnoziny, které jsou
definovatelné pomoci formuli prvniho fadu.
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Ukazeme, ze z VEéty o kompaktnosti plyne, ze existuji
modely Peanovy aritmetiky prvniho fadu, které nejsou
izomorfni se standardnim modelem N. Takové modely
nazyvame nestandardni.

Pro kazdé ptirozené Cislo n budeme definovat term 7
nasledovné.

0=0
1=5(0)

n+1=S(S(S(..S(0)...)
n+1 krat
Tyto termy se nazyvaji numerdaly. Kazdé individuum stan-
dardniho modelu je interpretaci néjakého numeralu.

54

K jazyku Peanovy aritmetiky pfiddme novou konstantu ¢
a axiomy 0+c

:Tvﬁc @)

n+l+c

A

Tak vznikne roz$ifeni P, Peanovy aritmetiky P. Pfitom
kazdy kone¢ny fragment 7 < P, ma model, ktery
vznikne expanzi standardniho modelu M.

T obsahuje jen konecné mnoho axiomt (4), konstantu
¢ interpretujeme za vSemi numeraly z fragmentu 7.
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Podle Véty o kompaktnosti ma teorie P model M.
Jeho redukci do jazyka Peanovy aritmetiky dostaneme
model M Peanovy aritmetiky, ktery neni izomorfni se
standardnim modelem N.

M obsahuje individuum, které neni interpretaci zadného
numeralu. Protoze individua, ktera odpovidaji numeralim
tvoti pocatecni usek M, takové individuum ma neko-
necné predchiideil jako Zadné individuum v N.

Proto N a M nejsou izomorfni.
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Cviceni.
a) Ukazte, Ze Zadna teorie prvniho fadu T
necharakterizuje tfidu vSech kone¢nych interpretaci
svého jazyka. To znamena, ze pro zadnou teorii 7'
neplati

M|=T < M jekonecna struktura proT

[Navod. Sporem. Predpokladejte, ze 7'mé uvedenou

vlastnost.

Roz3ifte jazyk o spocetné mnoho konstant
CpsCryCoyuvesCppynn n=0

n

a pfidejte mnozinu S axiomui tvaru ¢; #c¢; pro i # j.
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Necht 7=7uwSs. pomoci véty o kompaktnosti ukazte,
ze T" ma n¢jaky model M’. Jeho reduktdo 7 je potom
nekonecny model 7]

b) Ukazte, ze zadna teorie prvniho fadu necharakterizuje
ttidu vSech dobrych uspotadani.

[Navod. Sporem. Piedpokladejte, ze 7" ma u vedenou
vlastnost.

Podobné jako v a) pridejte spocetné mnoho konstant a k
nim axiomy, které postuluji nekonecnou klesajici
posloupnost. Pomoci véty o kompaktnosti ukazte, ze
takové rozsifeni ma néjaky model. Jeho reduktem je
model 7', ktery neni dobrym uspofadanim.]
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Vyvoj teorii prvniho Fadu

RozSirovani teorii

Teorie maji svou historii.

Jejich formalni systémy zacinaji axiomy.

Ty jsou formulovany Gsporné a v co nejjednodussim
jazyku.

S rozvijenim teorie pfibyvaji nové pojmy.
Konstanty, operace, predikaty.

Ty jsou zavadény pomoci formuli.

UkéaZeme, Ze nové pojmy maji pomocny charakter.
Jejich definovanim vznikne konzervativni rozsifeni.

Definované symboly lze eliminovat a tak se vratit k
puvodnimu jazyku.

Uziteéné lemma

Necht L’ je rozSitenim jazyka L anecht T je teories
jazykem L a T’ teorie s jazykem L’.

(1) 7" je rozSitenim 7, prave kdyz redukt M’|L kazdého
modelu M " teorie 7" je modelem T.

(i1) Je-li T’ rozsitenim T a kazdy model M teorie T lze
expandovat do modelu M’ teorie 7', potom 7~ je
konzervativni rozsifeni 7.

Dukaz.

(i) Je-li T rozsitenim 7, potom podle lemmatu o redukci a
expanzi je redukt kazdého modelu teorie 7" do L modelem
teorie 7.

Naopak necht’ redukt kazdého modelu teorie 7" do L je
modelem teorie 7.

Necht 4 jeaxiom 7 a M’ jelibovolny model 7"
Protoze M'| L je modelem T, M'|L|=A atedy M'|= A.

Formule 4 je tedy pravdiva v kazdém modelu teorie 7".

Podle véty o uplnosti je 4 vétou 7°. To znamena, ze
teorie 7" je rozSifenim T.




(i1) Necht' 7" jerozSitenim 7 a A je formule jazyka L,
kterd je vétou teorie 7.

Necht' M je libovolny model teorie 7" a M’ je jeho expanze
do modelu teorie 7". Potom podle Véty o korektnosti

M= A4
odkud také
M=M|L|=A

Ukazali jsme, ze formule 4 je pravdiva v kazdém modelu
M teorie T. Podle Véty o tplnosti je A také vétou 7.

To znamena, ze 7" je konzervativni rozsifeni 7 .

RozSifeni teorie o definici predikatu.

Motivace.
V aritmetice miiZzeme definovat predikat délitelnosti

kin< 3s)(s*xk=n)

‘

Vyraz k|n ¢teme ,k d&li n* nebo ,k je délitelem n*“.

Na levé stran¢ ekvivalence je definovany predikat a na
pravé stran€ je definujici formule.

Véta o definici predikatu.

Necht T je teorie s jazykem L ,necht x,,...,X, jsou
proménné.
Necht' D je formule jazyka L, takova, ze vSechny
jeji volné proménné jsou mezi x,,..., X,.
Necht jazyk L’ vznikne z L ptidanim nového n-arniho
predikatového symbolu p a necht’ rozsiteni 7~ teorie T
vznikne pfidanim axiomu

p(x;,...,x,)> D (H

Potom 7" je konzervativni rozsifeni 7 a nové¢ definovany
symbol Ize z kazd¢ formule B’ jazyka L’ eliminovat tak,
ze pro upravenou formuli B plati

T''-Beo B

Diikaz.
Nejprve ukazeme, ze definovany symbol Ize eliminovat.

Necht' B’ je libovolna formule jazyka L. Zvolme variantu
D’ definujici formule z (1) takovou, ze Zadné proménna
formule B’ neni vazana v D’. Potom podle véty o
variantach v definici (1) mizeme zaménit D’ za D.

Ve formuli B" nahradime kazdou podformuli

p(tja---atn)

ity t,]
potom )
T'|-p(,,t,,...t,)<> D XIXZWXH[t], ty,...t,] 2)

formuli

D’ t

XX5...X, [




Posledni ekvivalence je instanci varianty definujiciho
axiomu (1).

Ve formuli B’ jsme nahrazovali nékteré atomické
formule ekvivalentnimi formulemi. Pro vyslednou
formuli B podle Véty o ekvivalenci plati

T|-Bo B

Tim je moznost eliminace dokéazana.

K ditkazu konzervativnosti 7" sta¢i pro libovolnou
formuli B’ jazyka L’ ukézat

T'\-B = T|-B 3)

kde B vzniklaz B’ eliminovdnim definovaného predi-
katu. Specialné, je-li B’ zjazyka L, pak B a B’jsou
totozné formule a (3) ma tvar

T|-B = T|-B

Tim bude konzervativnost dokazana.

Necht B';,...,B’, jedikaz B z T’. Necht pro kazdé i
formule B, vzniknez B’, eliminaci definovaného
predikatu.

Ukézeme, ze kazda formule B, je vétou teorie 7.
Postupujeme indukci podle diikazu. Uvazujeme tyto

pripady.

a) B’ je axiom predikatove logiky kromé axiomu
rovnosti pro p . Potom B, je axiom stejného druhu.

b) B, je axiom rovnosti pro p, tedy

X =y, >..=>x,=y, 2>px,....x,)>p(y,....»,)
potom B, jetvaru

=y, =>..2>x,=y, =>Dx,...,x,]=>Dy,,.... y,]

a to je dusledek Véty o rovnosti.

c)Je-li B, axiomz T pakjebud z T anenico
dokazovat, nebo je to definujici axiom (1). V tomto ptipadé
je B, tvaru D'«<> D ato je instance Véty o variantach.

d) Je-li B’; odvozena pravidlem modus ponens nebo
pravidlem generalizace, pak B, je odvozena stejnym
pravidlem z odpovidajicich formuli.

Ukazali jsme, ze kazda formule B, atedy i formule B je
veétou 7. Tim je (3) dokézéno a ditkaz je uzavien.




Rozsireni teorie o funkéni symboly.

Dva zpulisoby rozsifeni teorie o novy funkéni symbol,
podle toho s jakou urcitosti jsou dany funkéni hodnoty.

Priklad.

a) Rekneme-li ,,necht p je n&jaké prvodislo p > x*
zavadime funkci f(x), formuli, kterd ur¢i mnozinu
moznych hodnot a f{x) vyberere jednu z nich, ale nam
nezaleZi na tom, kterou.

b) Rekneme-li ,,necht’ p je nejmensi prvodislo p, p > x*,
definujeme hodnotu p jednoznacné. V takovém piipadé
definujeme funkci fix) =p formuli, kterd definuje hodnotu
funkce jednoznacné.

13

Oba postupy maji své opravnéni.

Zavedeni funkcniho symbolu je jedinou moznosti v
situaci, kdy umime dokézat, Ze pro kazdou hodnotu
argumentu je mnozina moznych hodnot neprazdna, ale
neumime z nich zaddnou jednozna¢né definovat.

Definice funkcniho symbolu odpovida situaci, kdy se nam to
podafi.
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Véta o zavedeni funkéniho symbolu.

Necht T je teorie s jazykem L , necht formule

304 @

jazyka L ma vSechny volné proménné mezi X, ..., X

ne

Necht 7" vznikne z T rozSifenim jazyka o novy funkcni
n-arni symbol f* a pfidanim axiomu

AL (x50 x,)] (5)

Potom 7" je konzervativnim roz$ifenim teorie 7.

K dikazu véty pouzijeme jeden diisledek axiomu vybéru z
teorie mnozin: Vétu o dobrém uspotadani.

Ptipomenme, ze mnozina m je dobie uspofaddana relaci <
jestlize kazda neprazna podmnozina m " maé nejmensi
prvek vzhledem k <.

Véta o dobrém usporadani.

Na kazdé mnoziné existuje relace dobrého usporadani.




Dukaz Véty o zavedeni funkéniho symbolu.

T’ je rozsifeni T, konzervativnost dokazeme tim, ze
libovolny model T budeme expandovat do modelu T'.

Necht M je libovolny model T, necht < je relace dobrého
usporadani na jeho univerzu M.

Podle ptedpokladu je formule (4) vétou teorie T, to zna-
mena, ze je pravdiva v M pii kazdém ohodnoceni pro-
ménnych e . M¢&jme takové ohodnoceni e, necht’

e(x)=m,,....,e(x,)=m,
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Podle definice spliiovani existuje alespon jedno indivi-
duum m takove, ze M |= Ale(y/m)]. piitom m
zavisi na individuich m,,...,m,. mnoZinu vSech
takovych m oznacme

Emy,....m,) ={m|M |= Ale(y/m)]}
je to neprazdna mnozina individui a protoZe uspotradani
< je dobré¢, ma tato mnozina nejmensi prvek

ne

min(F (m,,...,m,)))

Nyni mizeme definovat interpretaci f,,, nového
funkéniho symbolu f° predpisem

S (my,...,m )= min(F(m,,...,m))

Je-li M’ expanze modelu M ptidanim interpretace f,,
funk¢niho symbolu £, je zfejmé, ze axiom (5) je
pravdivy v M".

Kazdy model 7 jsme expandovali do modelu 77,
tedy 7" je konzervativni rozsifeni 7 .

Poznamka.

Dtikaz véty se opiral o charakteristiku konzervativniho
roz§ifeni pomoci modeld. Modely teorii jsou mnoZi-
nové struktury, vétsinou nekonecné. Proto se takovym
dikazim tika nefinitni.

Finitni dtkaz této véty se opird o Herbrandovu vétu,
ktera je mimo ramec této prednasky.

Aplikace: Skolemova véta.

Rikdme, ze T je oteviena teorie, jestlize vSechny
axiomy z T jsou oteviené formule.

Véta (Skolem)

K libovolné teorii 7' lze sestrojit otevienou teorii 7,
ktera je konzervativnim rozSitenim 7 .
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Idea dukazu.

Véta o zavedeni funkéniho symbolu ukazuje, ze
pomoci zavedenych funk¢énich symboli 1ze elimino-
vat existencni kvantifikatory. {s univerzalnimi si
poradime podle véty o uzaveru}

Neékolik definic.

(1) fikame, ze formule A je univerzalni (existencni), je-li
v prenexnim tvaru a vSechny kvantifikatory jsou
univerzalni (existencni).

(i1) Teorie T a S se stejnym jazykem jsou ekvivalentni,

jestlize maji stejné véty. PiSeme 7 =S.
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Podle Véty o tplnosti jsou dvé teorie ekvivalentni, pravé
kdyz maji stejné modely.

Teorie 7 a S jsou ekvivalentni, pravé kdyZ kazdy axiom z
T je vétou S a naopak.
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Skolemova varianta formule.

Je-li A uzaviena formule v prenexnim tvaru, indukci podle
poctu existen¢nich kvantifikatort sestrojime uzavienou uni-
verzalni formuli 4, takovou, Ze |- 4, — A.

(1) je-li 4 univerzalni, 4, je 4.

(i1) je-li A tvaru
(Vx,)...(Vx,)3y)B nz0

necht f je novy n-arni funkéni symbol, definujeme

formuli A4°
(vVx)...(Vx,)B,[f(x), ..., x,)]
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Pokud formule A° neni oteviena, stejnym postupem
sestrojime formuli 4°° ... az po konec¢ném poctu
kroki sestrojime formuli 4.

K sestrojeni Skolemovy varianty potfebujeme
rozs§itit jazyk o kone¢né¢ mnoho novych funkénich
symbold.

Podle substitu¢niho lemmatu plati

|—A"—> A atedy |—A,—> A (7)
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K dikazu Skolemovy véty zavedeme Ctyfi teorie, z
nichz ta posledni bude otevienym konzervativnim
rozsifenim 7.

T, je teorie se stejnym jazykem jako 7T a jeji
axiomy jsou uzavery prenexnich tvart formuliz 7.
Z véty o prenexnim tvaru a véty o uzavéru plyne, zZe
teorie 7 a T, jsou ekvivalentni.
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T, vznikne z Ti tak, Ze ke kazdému axiomu Az T
pfidame jeho Skolemovu variantu 4;. Potom T, je
konzervativni rozsifeni T,.Je-li 4 axiom z T,,potom
pfidanim axiomu A° vznikne podle véty o zavedeni
funk¢niho symbolu konzervativni rozsiteni T,. Opa-
kovanim tohoto postupu dostaneme konzervativni
rozsifeni pridanim 4.

T, vznikne z T, vynechanim v8ech axiomu teorie T,.
Podle (7) jsou obé teorie ekvivalentni.

T, vznikne z T, nahrazenim kazdého axiomu (je to
univerzalni formule) jeho otevienym jadrem. Podle
vety o uzaveéru jsou obé teorie ekvivalentni.
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Vytvorili jsme nésledujici situaci

T=T,=T,=T,=T,

kde T, je oteviena teorie a je konzervativnim rozsifenim
teorie T .

Tim je Skolemova véta dokazana.
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Véta o definici funkéniho symbolu.

Necht’ L jejazyk, X;,...,x,, ¥  ruzné proménné. Necht
T jeteorie s jazykem L a D formule jazyka L s volnymi
proménnymi mezi Xx,,..., X,, V.

Necht’ plati
8
T|-@y)D N

T|-D—(D,[t]> y=1) 9)

Necht' 7" vznikne z T ptidanim nového n-arniho funk-
¢niho symbolu f a definujiciho axiomu

y=f(x,....,x,)> D (10)
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Potom 7" je konzervativni rozsifeni teorie 7" a defino-
vany symbol lze eliminovat. To znamena, Ze ke kazde
formuli A’ jazyka teorie 7" lze sestrojit formuli A
jazyka L , takovou, Ze

T'-Ado A (11)
Dtikaz je rozdélen do dvou krokii

* Nejprve dokaZeme eliminovatelnost symbolu f

* potom konzervativnost rozsiteni 7~
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a) eliminovatelnost. VSechny vyskyty symbolu f najde-
me uz v atomickych podformulich. Staci dokéazat (11)
jen pro atomické formule a obecny ptipad plyne z véty o
ekvivalenci.

Necht 4" je formule jazyka teorie 7. Pfi eliminaci
postupujeme indukcei podle poctu vyskyti symbolu /v A4".

Pokud f nema vyskytv A" pak 4 je A". V opatném

pfipad€ uvazujeme nektery z nejvnitingjSich vyskyti f
v A, tedy term

f(t,,...,t)
kde ,,...,%, jiZz neobsahuji f.
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Potom A’ je tvaru

B,z[f(tl’ e tn)]
kde B’ ma o jeden vyskyt f ménénez A’. Mulzeme
predpokladat, Ze proménnad z se nevyskytuje aniv A4 ani

v definujici formuli D .

Podle indukéniho pfedpokladu jiz umime sestrojit formuli B
jazyka L (tedy bez symbolu f') takovou, ze

T'|-B< B (117

Pro definici formule 4 necht D’ je varianta definujici
formule D, ktera nevaze zadnou proménnou formule 4"
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Nyni mizeme A4 definovat takto

A=@2)D,, . ltyeest,, 21 & B)

Potom A je formule teorie 7 a ukdzeme, ze plati
ekvivalence (11).

Z definujiciho axiomu a véty o variantach dostdvame

T'\=z=f(,....t,) D
az(117) avéty o ekvivalenci dostaneme

T''-Az)(z=f(,,....t,)&B)<> 4

odkud pomoci vét o rovnosti
T'\-B[f(,....t)] < A
\—W—J

Tim je (11) dokazano.

x,xz...xny[tla AR tna Z]
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Zbyva dokazat konzervativnost rozsifeni. Uzijeme vétu
o zavedeni funk¢niho symbolu.

Necht' § je teorie, kterd vznikne z T ptidanim stejné¢ho
funk¢éniho symbolu f a axiomu

D[ f(x),....x,)] (12)
S je konzervativnim rozsitenim 7, protoze vznikla

zavedenim funkéniho symbolu. Uk4dzeme, ze S a T~
jsou ekvivalentni.

K tomu staci ukazat, ze (12) je vétou 7 a definujici
axiom (10) je vétou S.
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a) (12)je vétou T'. Vezméme instanci definujiciho
axiomu (10) a dostavame

T'l=f(xpesx,)=f(x..0,x,) € D[ f(x},...,x,)]

Pouzitim axiomu identity a pravidla MP, potom

T'|=D,[f(x)..0, x,)]

(12)

b) (10) je vétou S. Vyjdeme z této véty o rovnosti
|=y=f(x;..0, x,) > D D[f(x,....x,)])
odkud prostredky vyrokové logiky
=D, [f (x5, x )] > (v = f(x,5...,x,) > D)
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Z axiomu (12) a MP pak
Sl=y=f(x,,...,x,)>D

Opacnou implikaci odvodime z axiomu jednoznacnosti (9).
Uvédomme si, ze S je rozsitenim T .

Zaménou prvnich dvou ¢lent implikace odvodime
SI=D,[f (x5 x )] > (D> y=f(x),....x,))
Z axiomu (12) a MP pak
S|=-D—>y=f(x,....x,)

Ukazali jsem, ze 7" a S jsou ekvivalentni teorie, tedy 7°
je konzervativni rozsiteni 7T .

35

Cviceni.

Jeli-li T’ rozsifeni teorie T o definice, pak ke kazdé-
mu modelu M teorie 7T existuje jednoznacné urcena
expanze M’ modelu M, kterd je modelem 7.
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Definice funk¢éniho symbolu termem.

Castym ptipademdefinice funkéniho symbolu je definice
,predpisem® v podobé¢ termu.

Definujici formule D je tvaru y = t, kde vSechny pro-
ménné termu ¢ jsou mezi X, ..., X,,.

V takovém ptipad¢ jsou podminky existence a jednoznac-
nosti snadno dokazatelné jen v predikatové logice.
Existence |- D, [t]=>3y)D tedy |-(3y)D.

t=t

Jednoznacnost |—y=¢t—>t=t— y=¢ je disledkem
symetrie a tranzitivnosti rovnosti.
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Ptirozené ndsobky a numeraly byly zavedeny pomoci
term{. Mzeme se na né€ divat nejen jako na zkratky,
ale jako na definované funkéni symboly.

Definice.

Rikdme, ze T je rozsirenim teorie T o definice jestlize
T’ vznikne z T kone¢nym poctem rozsifeni o definice
funkci a a predikatu.

V takovém piipadé€ je 7" konzervativnim rozsifenim 7 a ke
kazdé formuli A" teorie T existuje formule A teorie T
tako va, ze

T'Nl-Ae A
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Nerozhodnutelnost, neuplnost

Meze formalni metody

V nasledujicim vykladu nebudeme mit k disposici
vSechny prostiedky nutné k provedeni dikaza,
pokusime se je alespon priblizit.

Vysledky, které chceme uvést jsou natolik dulezite,
ze patii k zékladnimu kurzu predikatové logiky,
uvedeme je alespon bez dikazi.

Nejprve uvedeme nékteré pojmy.

(Castecné) rekursivni funkce tvofi tiidu ,.efektivné
(algoritmicky) vy¢islitelnych* funkci

fiN*>N k21
zobrazujici (podmnoziny) mnoziny uspofadanych

k-tic ptirozenych ¢isel do mnoziny ptirozenych Cisel
pro n¢jaké k.

Tato tfida ma piesnou definici v teorii rekurze.

Mnozina k-tic prirozenych cisel je rekurzivni, kdyz je
rekurzivni jeji charakteristicka funkce. Pokud ma
takova mnozina néjaky vztah k logice, fikame také,
ze takova mnozina je rozhodnutelna.

Ptiblizn€ feCeno, mnozina A je rekurzivni,
kdyz umime algoritmicky rozpoznat jeji prvky.

Budeme pracovat s jazyky, které maji kone¢né,
nebo spocetné specidlnich symbold, nejcastéji s
jazykem aritmetiky. Takové jazyky budeme
nazyvat spocetné.




Predpokladejme, ze L je spocetny jazyk a ze jeho
specialni symboly umime efektivné ocislovat
pfirozenymi Cisly.

Pouzivame slovo “efektivné” misto ‘rekurzivné’,
protoze jsme rekurzivni funkce zavedli na
pfirozenych Cislech a ne na symbolech.

Ve vétsiné piipadii budeme uvazovat jen jazyky s
kone¢né mnoha specidlnimi symboly.

Da se ukézat, ze v takovém piipadé 1ze kazdé formuli
A efektivné ptiradit pfirozené Cislo #4, jeji kod.

Nerozhodnutelnost predikatové logiky.
Véta (Church)

Necht L je spocetny jazyk prvniho fadu takovy, ze

* obsahuje alespon jednu konstantu a alespon jeden
funk¢ni symbol Cetnosti k> 0.

* pro kazd¢ prirozené Cislo n obsahuje spocetné mnoho
predikatovych symboli.

Potom mnozina
{#A4 | A jeuzaviena formulea L|=4 }

neni rozhodnutelna.

Ptedchozi véta byla formulovana k urcitému dikazu, k
nerozhodnutelnosti staci daleko méné specialnich
symbold.

Véta.

Necht L je jazyk prvniho fadu bez rovnosti, ktery
obsahuje alespon dva bindrni predikaty,

potom predikatova logika s jazykem L je nerozhod-
nutelna.

TFi axiomatizace aritmetiky

Jazyk L = {09 Sa +a *a

Robinsonova aritmetika Q.

0l S(x)#0 06 x*0=0

Q2 S()=S(y)—>x=y 07 x*S(y)=(x*y)+x
03 x#0->@N(x=S(y) 08 x<ye>@z)(z+x=y)
04 x+0=x

05 x+S()=S(x+y)




Peanova aritmetika P (prvniho Fadu)

Ma axiomy Q1, Q2, Q4 - Q8 a schema indukce

Pro kazdou formuli 4 a kazdou proménnou x je
nasledujici formule axiom indukce.

A [0] = (V)4 = A[S(x)]) = (Vx) 4}

Da se ukazat, ze v Peanov¢ aritmetice je dokazatelny
axiom Q3, takze Peanova aritmetika je rozsifenim
Robinsonovy aritmetiky.

Da se také dokazat, ze axiomatika Peanovy aritmetiky je
rekursivni.

Uplni aritmetika.

Je-li N standardni model aritmetiky, Upind aritmetika
ma za axiomy vSechny uzaviené formule pravdivé v N.

Th(N)={A| A jeuzaviena formule N |= A}

Této teorii se také tikd Pravdiva aritmetika, protoze
je axiomatizovana vSemi formulemi, které jsou
pravdivé ve standardnim modelu N.

Mnozin¢ formuli 7h(N) se tika teorie modelu N.

Mame tfi axiomatizace aritmetiky Q, P, Th(N),
vSechny v jazyku L ={0, S, +,*,}. Je ziejmé, Ze

Qc PcTh(N)
kde inkluze znamena rozS$ifeni.

* O ma kone¢n¢ mnoho axiomd, je tedy rekursivné
axiomatizovatelna.

* P ma spocetné axiomu. D4 se ukazat, Ze kody
axiomu schematu indukce tvofi rekurzivni mnozinu,
spolu s dal§imi kone¢n¢ mnoha axiomy je P
rekurzivné axiomatizovatelna.

* Th(N) podle ditkazu neni rekurzivné axiomati-
zovatelna.

Je-li T teorie s jazykem aritmetiky, mizeme definovat
mnozinu kéda vét teorie T

Thm (T) = { #4 | A je uzaviena formule, T'|- 4 }
Podle véty o uzavéru staci se omezit na uzaviené formule.

Definice.

Rikame, Ze teorie T je rozhodnutelnd, je-li mnozina
Thm(T) (ko6dw) vét rekurzivni. Jinak je teorie nerozhod-
nutelna.




Véta o nerozhodnutelnosti aritmetiky (Church)

Je-li T bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky
0O, potom T je nerozhodnutelnd teorie.
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Véta o neuplnosti aritmetiky. (Godel, Rosser)

Je-li T bezesporné, rekurzivné axiomatizovatelné
rozsiteni Robinsonovy aritmetiky Q , potom 7 neni
uplna teorie.
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Oznaceni.

Je-li T bezesporné, rekurzivné axiomatizovatelné
rozsifeni Peanovy aritmetiky P a A formule, piSeme

0 4 jako zkratku za formuli Thm(T)(#A)
Con(T) jako zkratku za formuli —l (0=1)

Con(T) cteme T je bezesporna (konzistentni).

Druha véta o neaplnosti.

Necht T je bezesporné rekurzivné axiomatizovatelné
roz§ifeni Peanovy aritmetiky P, potom

T |+ Con(T)




Poznamka.

Predpokladejme, ze Peanova aritmetika je bezesporna.
Protoze

P|+ Con(P)
podle véty o Uplnosti existuje model M |= P,
takovy, ze M |= Proofid, # 0=1) ,kde d je Cislo

dikazu formule 0 = 1. Takové ¢islo musi byt
nestandardni.
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Shepherdsonova hiicka aneb kouzlo nestandardnich
dikazu.

Predpokladejme, Ze jsme v néjakém nestandardnim modelu
P, kde existuje nestandardni ¢islo.

Necht’ A4 je libovolné formule, potom posloupnost
A>(A—>A),A>(A—>A)...;...(A—> A), A,(A—> A), 4, ...
vypada jako dikaz (libovolné) formule 4 .

Ale neni to diikaz, protoze takovou posloupnost formuli
nelze kodovat zadnym ptirozenym ¢islem daného modelu.
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Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin ZF

ma jazyk prvniho fadu s rovnosti, obsahuje Peanovu
aritmetiku, ma rekuzivni mnozinu axiomd, tedy je-li
ZF bezesporna, pak

ZF |+ Con(ZF)

Muzeme, proto oc¢ekavat jen dikazy relativni
bezespornosti

Con(ZF)— Con(ZFC)
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